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RESUMEN

Se presenta una metodologia general para determinar las propiedades de
propagacion a problemas de valor inicial continuos y discretos, tomando en
cuenta los efectos no lineales dominantes. Ademas, mediante ejemplos
aplicables, dichas propiedades se relacionan con los conceptos de consistencia,
estabilidad y convergencia de aproximaciones discretas de ecuaciones de
evolucion.

La metodologia para estudiar las propiedades de propagacién tiene la secuencia
siguiente: analizar la propagacién de perturbaciones en el problema de valor
inicial continuo, para las variables dependientes, y en el caso de los términos
no lineales o con dependencia paramétrica aplicar una expansion de Fréchet-
Taylor. Posteriormente, realizar un analisis de escalas multiples v localizacién.
Con el sistema localizado, aplicar €l método de Fourier, a fin de obtener su
relacion de dispersion y su limite de estabilidad.

En el problema de valor inicial se propone una estrategia de discretizacién en
diferencias finitas o elemento finito, y se verifica su consistencia mediante la
aplicacion de expansiones en serie de Taylor al sistema discreto, alrededor de
un punto particular de la malla. Teniendo como resultado la ecuacién
diferencial original adicionada de un remanente que debe reducirse a cero
cuando la malla es refinada ad infinitum, lo cual implica que el esquema
discreto es consistente. Se practica después un analisis de propagacién de
perturbaciones sobre las variables dependientes discretas. Para los términos no
lineales o con dependencia paramétrica se aplica una expansion de Fréchet-
Taylor, ademas de un andlisis de escalas multiples y de localizacion, con lo cual
se obtiene el sistema discreto lineal localizado. Finalmente, se aplica €l método
de Fourier para evaluar el comportamiento de la estabilidad del sistema
discreto linealizado, y se hace uso de expansiones discretas de Fourier para
determinar las condiciones de estabilidad del sistema discreto. La relaciéon de
dispersion discreta permite determinar los retratos de amplitud y fase, que
caracterizan el esquema en funciéon del nlimero de onda y de las condiciones
del flujo.

La metodologia se aplicé al analisis de propagaciéon de perturbaciones en los
esquemas de Preissmann, Leendertse y formulacién de la GWCE (Generalized
Wave Continuity Equation) para las ecuaciones de flujo a superficie libre en una
dimensién. Por lo que respecta al esquema de Preissmann, se determinan las
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condiciones de estabilidad, los errores de fase, la amplitud y las propiedades de
convergencia de iteraciones no lineales. Para el esquema de Leendertse y la
formulacién GWCE, se determinan las propiedades de estabilidad y los errores
de amplitud y fase. Se incluyen pruebas numéricas a fin de validar los
resultados tedricos de la aplicacién de esta metodologia.

Se demuestra que el analisis de propagaciéon de perturbaciones, con la
metodologia propuesta, constituye una herramienta que permite comprender
los efectos no lineales dominantes en el comportamiento de las ecuaciones
discretizadas asociadas con la simulacién del flujo a superficie libre, y también
permite evaluar las ventajas que se tienen al seleccionar adecuadamente el
método para la solucion numérica iterativa de las ecuaciones no lineales en
diferencias.

Dada la generalidad del método de propagacién de perturbaciones, se incluye
un estudio para definir y establecer los criterios de estabilidad de flujos por
efecto del surgimiento de fenémenos oscilatorios, como son las ondas rodantes
que se presentan en régimen supercritico (Chow, 1959; Ponce y Simmons,
1977; Ponce y Maisner, 1993). Ademas, se evaltia la conservacion de masa en
la formulacién generalizada de onda GWCE (Kinnmark y Gray, 1988; Chippada,
et al, 1997).

Por otra parte, esta metodologia permite realizar un analisis de convergencia de
iteraciones para la solucién de los sistemas de ecuaciones discretas no lineales,
ya sea por el método de Picard (Aldama y Paniconi, 1991) o por el de Newton-
Raphson (Burden y Faires, 1980; Paniconi et al.,, 1991}, esto se logra dando un
tratamiento al esquema discretizado, al estudiar la propagacion de errores de
una iteracién a otra. Para determinar la condicién de convergencia, se
considera que el factor de amplificaciéon del error debe ser estrictamente menor
que uno en valor absoluto (Tingsanchali et al., 1989; Aldama y Paniconi, 1991;
Paniconi et al., 1991).

Con esta metodologia se buscdé contribuir al conocimiento respectivo y
complementar los estudios que se han llevado a cabo para la determinaciéon de
los limites de estabilidad, propagacion de amplitudes y fases, asi como
convergencia de iteraciones no lineales, ya que en la mayoria de los casos son
incompletos o estan simplificados en demasia (Abbott 1979; Kinnmark, 1986;
Lyn et al., 1987 y Meselhe, 1997).

Conocer con antelacién las propiedades de propagacion de un esquema
numérico para solucionar ecuaciones diferenciales parciales, formaliza la
manera de discretizar y asegura un mejor resultado. De ese modo, al contar con
un criterio basado en un analisis de propagacién de perturbaciones, previo a la
programacioén, permite tener una mayor certidumbre de los limites de su
aplicacién.
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Los resultados generales de los ejemplos que se probaron son la determinacion
del limite de convergencia del sistema continuo de las ecuaciones diferenciales
parciales no conservativas unidimensionales de Saint-Venant, donde se
determind que la condicién de estabilidad se presenta cuando el niimero de
Vedernikov es menor a la unidad, |V, <1. Para la versién no conservativa .de

Saint-Venant, se hizo el analisis de convergencia del modelo que resulta al
aplicar el esquema de Leendertse. Los resultados indican que este esquema
tiene problemas para flujo supercritico (F, >1). Ademas, con base en las
pruebas numeéricas, se comprobo que al tener valores del nimero de Froude
cercanos a 1< F, y numeros de Courant C, >5, el esquema de Leendertse

presenta problemas de estabilidad.

Ademas de revisarse la version no conservativa, se estudié la versién
conservativa de las ecuaciones de Saint-Venant en su formas integral y
diferencial. Al desarrollar el sistema continuo se determindé que el rango de
estabilidad del sistema continuo unidimensional esta definido por |V, <1.

Con el sistema de ecuaciones conservativas de Saint-Venant, se analizé una
discretizacion basada en un esquema conocido como de caja (Box scheme, en
inglés) o de Preissmann (Abbott, 1979; Cunge et al, 1980). El resultado del
analisis de convergencia tiene diferentes condiciones de estabilidad: |V,|<1,

v=1/2y 6212, donde y y 0 son los factores de discretizacion de peso espacial

y temporal respectivamente. Por otra parte, se determindé que para las
condiciones de flujo en que C, 230, si se aplica la metodologia iterativa de

Picard para la actualizacién de los terminos no lineales, se tienen problemas de
convergencia numérica para los casos de flujo subcritico y supercritico. Por
tanto, se analizd la posibilidad de dar un tratamiento especial para la solucion
numérica de los términos no lineales, utilizando el método de Newton-Raphson,
lo que dio como resultado, tanto en forma tedrica como en las pruebas
numéricas, una mejora en la convergencia de los términos no lineales para
valores de C, = 30, para flujo subcritico o supercritico.

Para el caso de la simulacion del flujo de aguas someras se planted el analisis
de la Ecuacién de Continuidad Generalizada de Onda (GWCE), (Westerink et
al., 1987; Luettich et al,, 1991}, la cual fue propuesta por Lynch y Gray, (1979)
para eliminar algunos problemas de oscilaciones espurias, resultados de la
discretizacién en eclemento finito. Segin se enuncia eh la literatura, la
aplicacién de la GWCE es satisfactoria, aunque en ciertas condiciones de
simulacién se tienen problemas de conservacion de masa de la GWCE.

Con el fin de evaluar este problema, se realizé un analisis de propagacién de
perturbaciones de la version continua conservativa de la formulacion GWCE,
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por medio de la metodologia propuesta. Se demostré que esta formulacién es
estable para |V,|<1, con la salvedad de que el término de filtrado que se usa

para eliminar las oscilaciones espurias induce a que la formulacion de la GWCE
presente un problema de conservacién de masa de un nodo de discretizacién a
otro, para valores grandes del numero de onda y valores relativamente
pequeinios del término de filtrado (Aldama et al, 1999). Ademas, para
complementar el estudio de la formulacion GWCE en su version discreta, se
plante6 un esquema en elemento finito para la dimensiéon espacial, por el
método de residuos pesados de Galerkin (Reddy, 1991) y diferencias finitas
para la dimensién temporal, y después de aplicar la metodologia que se ha
mencionado con anterioridad se encontrd, con base en los retratos de fase y
amplitud y pruebas numéricas, que este esquema es estable para flujo
subcritico, para valores de C, <50, pero que es incondicionalmente inestable

para flujo supercritico.

—_
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ABSTRACT

A general methodology is presented to determine the propagation properties to
continuous and discrete initial value problems, taking into account the
dominant nonlinear effects. In addition, by means of applicable examples, these
properties are related to the concepts of consistency, stability and convergence
of discrete approaches of evolution equations.

The methodology to study the propagation properties has the following
sequence: to analyze the propagation of perturbations in the continuous initial
value problem, for dependent variables, and in the case of nonlinear terms or
those with parametric dependency to apply a Fréchet-Taylor expansion. Next, to
perform an analysis of multiple scales and location. With the located system, to
apply Fourier’s method, in order to obtain its dispersion ratio and its stability
limit.

In the initial value problem, a strategy of discretization in finite differences or
finite element is proposed, and its consistency by means of the application of
Taylor’s series expansions to the discrete system is verified, around a particular
point of the mesh. This gives as a result the original differential equation added
with a remnat that must be reduced to zero when the mesh is refined ad
infinitum, which implies that the discrete scheme is consistent. A propagation
analysis is then performed on the discrete dependent variables. For nonlinear
terms or for those with parametric dependency, a Fréchet-Taylor expansion is
applied, in addition to an analysis of multiple scales and location, with which
the located linear discrete system is obtained. Finally, Fourier’s method is
applied to evaluate the behavior of the stability of the linearized discrete
system, and Fourier’s discrete expansions have used to determine the
conditions of stability of the discrete system. The discrete dispersion ratio
allows to determine the amplitude and phase portraits, that characterize the
scheme based on wave number and flow conditions.

The methodology was applied to perturbations propagation analysis in
Preissmann and Leendertse schemes and to the formulation of the Generalized
Wave Continuity Equation (GWCE) for the equations of flow to free surface in a
dimension. With regards to Preissmann scheme, the stability conditions, the
phase errors, the amplitude and the convergence properties of nonlinear
iterations are determined. As Leendertse scheme and GWCE formulation
properties stability and amplitude and phase errors are determined. Numerical
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tests are included in order to validate the theoretical results of the application
of this methodology.

It is demonstrated that perturbation propagation analysis, performed with the
proposed methodology, constitutes a tool that helps understand the dominant
nonlinear effects in the behavior of discretized equations associated to the
simulation of flow to free surface. It also helps to assess the advantages of
adequately selecting the method for the iterative numeric solution of nonlinear
equations in differences.

Given the broadness of the perturbation propagation method, a study is
included to define and establish the stability criteria of flows due to the
emergence of oscillatory phenomena, such as rolling waves that appear in
supercritical regime {(Chow, 1959; Ponce and Simmons, 1977; Ponce and
Maisner, 1993). In addition, mass conservation in the GWCE is assessed
(Kinnmark and Gray, 1988; Chippada, et al, 1997).

On the other hand, with this methodology, an iteration convergence analysis
can be performed for the solution of discrete and nonlinear equation systems
either by Picard’s method (Aldama and Paniconi, 1991) or by Newton-Raphson’s
method (Burden and Faires, 1980; Paniconi, et al, 1991). This is achieved by
giving treatment to the discretized scheme when studying error propagation
from one iteration to another. In order to determine the condition of
convergence, it is considered that the amplification factor of the error should be
strictly less than one in absclute value (Tingsanchali et al.,, 1989; Aldama and
Paniconi, 1991; Paniconi et al., 1991).

This methodology is intended to contribute to the respective knowledge and to
complement the studies that have been carried out to determine stability limits,
amplitude and phase propagation, as well as nonlinear iteration convergence,
since in most cases these have been incomplete or oversimplified {Abbott 1979;
Kinnmark, 1986; Lyn et al.,, 1987; and Meselhe, 1997).

Knowing in advance the propagation properties of a numerical scheme in order
to solve partial differential equations formalizes the way of discretizing and
ensures a better result. Thus, by having a criterion based on a perturbation
propagation analysis, previous to programmmg, allows for a better certainty of
the limits of its application.

The general results of the examples that were tested are the determination of
the convergence limit of the continuous system of Saint-Venant’s
unidimensional non-conservative partial differential equations, where it was
determined that the condition of stability appears when Vedernikov’s number is
smaller than the unit, |V, <1. For Saint-Venant’s non-conservative version, the
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analysis of convergence of the model that results when applying the Leendertse
scheme was performed. The results indicate that this scheme has problems for
supercritical flow (F, >1). In addition, based on the numerical tests, it was
verified that when having values of Froude’s number close to 1<F, and
Courant’s number C, > 5, Leendertse scheme presents stability problems.

Besides reviewing the non-conservative version, the conservative version of
Saint-Venant’s equations was studied in its integral and differential forms.
When developing the continuous system, it was determined that the stability
range of the unidimensional continuous system is defined by |V, | <1.

With Saint-Venant’s system of conservative equations, a discretization based on
a “box” scheme or Preissmann scheme was analyzed (Abbott, 1979; Cunge et
al., 1980). The result of the convergence analysis has different conditions of
stability: |V,i<1, y=12 and 0212, where yand 0 are the discretization

factors of spatial and temporal weight, respectively. Furthermore, it was
determined that for the conditions of flow in which, if the iterative methodology
of Picard for the updating of nonlinear terms is applied, problems of numerical
convergence for the cases of subcritical and supercritical flow arise. Therefore,
the possibility was analyzed of giving a special treatment for the numerical
solution of nonlinear terms using Newton-Raphson’s method, which gave as a
result, both in theoretical form and in the numerical tests, an improvement in
the convergence of nonlinear terms for values of C, =30, for subcritical or

supercritical flow.

Regarding the simulation of shallow water flow, the analysis of the GWCE was
considered (Westerink et al.,, 1987; Luettich et al, 1991), which was proposed
by Lynch and Gray, (1979) to eliminate some problems of spurious oscillations
resulting from the discretization in finite element. According to what is stated in
the literature, the application of the GWCE is satisfactory, although in certain
conditions of simulation, problems of conservation of mass of the GWCE arise,

With the purpose of evaluating this problem, a perturbation propagation
analysis of the conservative continuous version of formulation GWCE was made
by means of the proposed methodology. It was demonstrated that this
formulation is stable for |V,| <1, with the exception that the filtrate term used to

eliminate spurious oscillations induces the formulation of the GWCE to present
a problem of conservation of mass of a node from one discretization to another
for large values of the wave number and relatively small values of the filtrate
term (Aldama et al., 1999). In addition, to complement the study of formulation
GWCE in its discrete version, a scheme in finite element for the spatial
dimension was considered, using Galerkin’s method of weighted residuals
(Reddy, 1991) and finite differences for the temporal dimension, and after
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applying the above-mentioned methodology, it was found, based on phase and
amplitude portraits and numerical tests, that this scheme is stable for
subcritical flow for values of C, <50, but that it is unconditionally unstable for

supercritical flow
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CAPiTULO 1

INTRODUCCION

El uso de modelos para la simulacién numeérica de flujo en rios, canales, lagos y
bahias es una herramienta bien establecida en la practica de la ingenieria
hidraulica. Asi por ejemplo, los modelos unidimensionales basados en las
ecuaciones de Saint-Venant v los bidimensionales, fundamentados en las
ecuaciones hidrodindmicas para aguas someras, proveen informacién
cuantitativa sobre el comportamiento hidraulico del flujo a superficie libre. Con
el anélisis de esta informacidén se ha logrado mejorar los criterios de disefio de
obras y sistemas de defensa, navegacién, prondstico de inundaciones, deteccion
de llanuras de inundacién, rompimiento de presas, diserio de estructuras de
regulacion y distribucién en canales de riego; de control de la contaminacion y
de sedimentos vy erosion.

La necesidad de recurrir al uso de modelos numéricos, se debe a que las
ecuaciones que describen el comportamiento del flujo son ecuaciones
diferenciales parciales no lineales que no pueden ser resueltas en forma exacta
para los casos de interés practico (sélo se tienen soluciones para casos muy
especificos 0 muy simplificados).

Por esta razén, en las Ultimas décadas se ha visto incrementado el uso de
modelos numéricos para obtener soluciones que permitan determinar con
rapidez y precisién el comportamiento de los flujos asociados con los problemas
mas comunes en la practica.
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Los modelos numeéricos resuelven las ecuaciones diferenciales parciales que
describen un fendémeno de la naturaleza, y a su vez son soluciones
aproximadas que se derivan de la aplicacion de varios métodos desarrollados
para tal fin, como son los métodos de diferencias finitas y de elemento finito.

La aplicaciébn de estas técnicas y el avance vertiginoso de la tecnologia
computacional han permitido que los resultados de los modelos de simulacién
numérica determinen con mayor eficacia un amplio conjunto de procesos
hidrodinamicos que se suceden en la naturaleza.

Por otra parte, la calidad de los resultados generados por una simulacién
numérica esta en funcion directa de la informacién con que se alimenta el
modelo y la capacidad que tiene el sistema discreto para aproximar las
ecuaciones diferenciales de partida. El manejo de la informacién y los datos
proporcionados al modelo, no se pueden considerar estrictamente como un
problema inherente al simulador numeérico, y su calidad depende de tener o no
un control adecuado en la recoleccién de los datos.

En cambio, el problema de conocer la aproximacion con que el simulador
numérico representa la solucidon de las ecuaciones de partida, es un problema
que aun no esta resuelto en su totalidad para el caso de las ecuaciones
diferenciales parciales no lineales.

Una forma de evaluar una aproximacién numérica es por medio del estudio de
sus propiedades de propagacién, en donde se incluyen aspectos tales como:
estabilidad, errores en amplitud y fase, y convergencia de iteraciones no
lineales. En general las herramientas disponibles para el estudio de dichas
propiedades son aplicables solamente a problemas lineales con coeficientes
constantes. No obstante, los problemas de interés en aplicaciones son
frecuentemente no lineales. Entonces, con el fin de tener un conocimiento mas
amplio de este tipo de problemas, en este trabajo se desarrolla una metodologia
general para incluir los efectos no lineales dominantes en el analisis de las
propiedades de propagaciéon de esquemas numéricos empleados para simular
flujos a superficie libre.

1.1, Estado del arte

Durante la construccién de un sistema de ecuaciones discretas, es necesario
satisfacer ciertas condiciones para que la solucién obtenida se aproxime en
forma precisa al sistema de ecuaciones diferenciales parciales de partida. Estas
condiciones se asocian con dos problemas diferentes pero que a su vez estan
interrelacionados. El primero concierne a la convergencia de la solucién de las
ecuaciones discretas (aproximadas) a la solucién de las ecuaciones diferenciales

10
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de partida. El segundo esta relacionado con la necesidad de evitar el posible
crecimiento de errores de redondeo, producidos por la aritmética de precision
finita con la que operan las computadoras.

El concepto de convergencia ha sido definido por Lapidus y Pinder {1982) como
sigue: “El sistema de ecuaciones discretas es convergente, cuando la solucién
aproximada tiende a la solucién exacta de la ecuacion diferencial para cada
valor de la variable independiente cuando el espaciamiento de la malla de
discretizacion tiende a cero”.

El estudio de la convergencia de esquemas numéricos, particularmente en el
ambito de problemas no lineales, es complicado. Por ello, es conveniente
recurrir al Teorema de Equivalencia de Lax (Abbott, 1979; Morton y Mayers,
1994}, que se estudiara en detalle en el capitulo 3. En forma esquematica,
dicho teorema se puede representar por la siguiente expresién (Fletcher, 1988):

CONSISTENCIA + ESTABILIDAD = CONVERGENCIA

El teorema de Lax es aplicable sélo a ecuaciones diferenciales parciales lineales,
como se desmostrard  posteriormente en el subcapitulo 3.4.
Desafortunadamente, las ecuaciones de flujo y de casi todos los fenémenos que
se dan en la naturaleza, ya sean en una o mas dimensiones, tienen la
particularidad de ser no lineales (Abbott, 1979; Baume y Malaterre, 1992) v, en
algunos casos, altamente no lineales (Paniconi y Aldama, 1991; Arroyo, 1994).

Como el Teorema de Equivalencia de Lax no puede aplicarse directamente al
caso de ecuaciones no lineales se acostumbra realizar una linealizacion de las
ecuaciones de partida, y dicho teorema se interpreta como una condicién
necesaria pero no suficiente (Abbott, 1979; Kinnmark, 1986; Fletcher, 1988;
Tingsanchali et al., 1989).

Por lo anterior, la parte fundamental de este trabajo se concentra en el estudio
de las propiedades de propagacién de esquemas numeéricos, como un medio
para determinar su consistencia, estabilidad y convergencia de ecuaciones
discretas en donde se incluyen los términos no lineales.

Por otra parte, se dice que ¢l sistema de ecuaciones discretas es consistente
numéricamente, si se cumple la condicién siguiente: que al momento que el
espaciamiento de la malla tiende a cero, entonces el sistema de ecuaciones
discretas tiende a la ecuacién diferencial de partida para cada punto de la
propia malla (Fletcher, 1988; Morton y Mayers, 1994).

Una forma de comprobar la consistencia es por medio de un analisis de

truncado, que se realiza de esta manera: se sustituye la solucién exacta de la
ecuacion diferencial en las ecuaciones discretas y se aplican expansiones en

11
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serie de Taylor, alrededor de un punto particular de la malla. El resultado de la
expansion debe ser la ecuacién diferencial original, con un remanente adicional
conocido como error de truncado. Para demostrar que el sistema de diferencias
es consistente, el error de truncado debe tender a cero a medida que el
espaciamiento de la malla tiende a cero.

Por otra parte, es necesario reconocer que los calculos que permiten obtener
soluciones de los sistemas discretos, no pueden realizarse con aritmética de
precision infinita. En efecto, en la practica cada calculo se hace con un namero
finito de decimales, por lo que se tiene un procedimiento que introduce errores
de redondeo y, en consecuencia, se obtiene una solucién numeérica discreta que
difiere a la solucién exacta de las ecuaciones.

Considerando lo anterior, la estabilidad de un esquema puede estudiarse a
través de la evolucién de los errores de redondeo inducidos en cualquier etapa
del calculo. Entonces, se dice que un método de solucion es estable si durante
su aplicacion los efectos acumulativos de todos los errores de redondeo son
despreciables o estan acotados (Abbott, 1979).

El error de redondeo se puede representar como F,f; = T;" -TJ-“ , donde Tj’l, es la
soluciéon numérica de precision infinita del sistema de ecuaciones discretas en
el punto de la malla (j,n)y Tf" , €s la solucién exacta del sistema de ecuaciones

discretas.

Por lo anterior, la condicién de estabilidad numérica de un esquema en
diferencias finitas o en elemento finito, no depende de las ecuaciones
diferenciales originales, y es, por lo tanto, una propiedad de la forma en que se
generan las ecuaciones discretas (Morton y Mayers, 1994},

Desde hace mucho tiempo, se han estudiado diversos tipos de inestabilidad
numeérica para los modelos de simulacién de flujos a superficie libre. La
estabilidad de dichos modelos ha sido caracterizada a través de la magnitud del
numero de Courant para flujo sin friccién (Preissmann y Werner, 1961; Shiao-
Kung y Leendertse, 1978; Abbott, 1979; Lyn y Goodwin, 1987; Drolet y Gray,
1988; Meselhe y Holly, 1997) y, adicionalmente, a través del numero de
Vedernikov, que evaliia los efectos que produce el término de friccién
(Kinnmark, 1986; Samuels y Skeels, 1990; Aldama y Aguilar, 1996}.

Los métodos mas difundidos para determinar el crecimiento o decaimiento de
errores de redondeo son el Método matricial (Smith, 1985; Morton y Mayers,
1994} y el andlisis de series de Fourier (Abbott, 1979; Lapidus y Pinder, 1982;
Fletcher, 1988; Abbott v Basco, 1989; Tingsanchali, et al., 1990; Aldama y
Paniconi, 1991; Garcia, 1994; Aldama y Aguilar,1996). El método de Fourier es
el mas utilizado, y estad rigurosamente justificado para problemas puros de

T
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valor inicial con coeficientes constantes y datos iniciales periédicos, lo que fue
demostrado por Richtmeyer y Morton en 1967 (Morton y Mayers, 1994). La
condicién de crecimiento o decaimiento del factor de amplitud se debe analizar
con base a la condicidon general del Teorema de Von Neumann, aunque en la
practica se utiliza una condicién de estabilidad practica (Smith, 1985). Una
gran ventaja de los métodos de Fourier es que permiten estudiar las
propiedades de propagacioén de esquemas numéricos asociados con cada modo
de Fourier (numero de onda) a través de su amplitud y fase, asi como
compararlas con las propiedades de propagacion de la ecuacién diferencial que
se esta aproximando.

El Teorema de Von Neumann define que al expander los errores de redondeo
iniciales en una serie finita de Fourier, la condicidon de estabilidad se satisface
si las componentes de Fourier de la distribuciéon del error decaen para
cualquier nivel de tiempo subsecuente (Samuels y Skeels, 1990; Morton y
Mayers, 1994).

Como ya se menciond, los problemas que suceden normalmente en la
naturaleza son de coeficientes variables, no lineales, y complicados tipos de
condiciones de frontera. En estos casos el método de Fourier puede ser aplicado
en forma local, considerando temporalmente congelados los términos no
lineales (Abbott, 1979; Aparicio, 1985; Garcia, 1994).

Dado que el método de Fourier es aplicable a problemas lineales con
coeficientes congelados para puntos interiores de la malla y que no considera la
influencia de las condiciones de frontera, se considera que las condiciones de
estabilidad generadas al aplicarlo son necesarias, pero no suficientes {(Fletcher,
1988).

En la literatura se encuentran diversas propuestas para usar el método de
Fourier en ecuaciones de diferencias con términos no lineales. Asi, por ejemplo,
se tiene el analisis propuesto por Cunge para flujo unidimensional en canales
(Abbott, 1979), en el que se desprecia el término de friccién y el término
convectivo es linealizado por medio de congelamiento. Entonces, para el caso de
flujo uniforme, se obtiene como resultado que la estabilidad sélo esta limitada
por el numero de Courant (Abbott, 1979; Aparicio, 1985). Un estudio mas
adecuado en la forma de tratar los términos no lineales lo presentan Samuels y
Skeels (1990}, quienes toman en cuenta la influencia del término de friccién y
concluyen que la estabilidad de la solucién esta limitada por el ntmero de
Vedernikov. Este resultado es totalmente diferente al obtenido por Cunge, lo
cual indica la importancia de incluir la influencia de los términos no lineales.

Otro trabajo que presenta el analisis de los términos convectivos y de friccién es
el realizado por Tingsanchali et al. (1989). En €l se indica que para el caso de
flujo en dos dimensiones se tiene un término de inestabilidad no lineal, lo cual
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influye en la estabilidad general del esquema, aunque no logra determinar en
forma especifica los limites de estabilidad de todo el esquema en su conjunto,
pero si el comportamiento por medio de la propagacién de la fase y la amplitud.

Como se puede observar en la literatura, la influencia de los términos no
lineales en las propiedades de propagacidén de esquemas numéricos ha
generado un interés especial por parte de diversos investigadores (Kinnmark,
1986; Lyn y Goodwin, 1987; Tingsanchali et al., 1989; Samuels y Skeels, 1990;
Aldama y Aguilar, 1996). Un ejemplo de este tipo de estudios es el problema de
convergencia numérica para bajas longitudes de onda en modelos de
circulacién en dos dimensiones para aguas someras y, especificamente el
trabajo sobre la formulacion de la GWCE (Generalized Wave Contuinity
Equation) solucionada por medio de elemento finito (Drolet y Gray, 1988), que
consiste en la identificacion de un problema de estabilidad numérica en las
ecuaciones generales de flujo para frecuencias bajas. Dicho problema se abordé
proponiendo una modificacién en la forma de evaluar la ecuacién de
conservacién de masa (Kinnmark,1986). Debe destacarse que el trabajo de la
GWCE introduce un cambio en la forma de uso de las ecuaciones de flujo para
aguas someras, con el fin de eliminar un problema de convergencia cuando se
presentan oscilaciones espurias en la formulacion de elemento finito de las
ecuaciones primitivas. '

Analizando los trabajos que se tienen en la literatura, se observa que no se
tienen criterios bien establecidos para determinar las propiedades de
propagacién cuando se tienen términos no lineales. Por lo anterior, en este
documento se propone el desarrollo de una metodologia basada en el estudio de
las propiedades de propagacion de los esquemas numéricos que incluyen la
influencia dominante de dichos términos, con lo que se pretende contribuir a la
mejor compresion del comportamiento de aquellos esquemas numéricos que
aproximan las ecuaciones que rigen el comportamiento de flujos a superficie
libre.

1.2. Objetivo y alcance de la investigacién

Como ya se indicd, el objetivo del presente es proponer estudio genera una
metodologia general para incluir los efectos no lineales dominantes en el
andlisis de las propiedades de propagacion de esquemas numéricos para
simular flujos a superficie libre.

La metodologia se aplica al analisis de propagacidén de perturbaciones en los
esquemas de(Preissmann, Leendertse y formulacién de la GWCE (Generalized
Wave Continuity Equation, que en adelante aparece sélo como “formulacién
GWCE”} para las ecuaciones de flujo en una dimension. En particular, se

fun et
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determinan las condiciones de estabilidad, los errores de fase, amplitud y las
propiedades de convergencia de iteraciones no lineales, para el caso del
esquema de Preissmann. Para el esquema de Leendertse y la formulaciéon
GWCE, se determinan las propiedades de estabilidad y los errores de amplitud
y fase. También se incluyen pruebas numéricas que validan los resultados
tedricos.

De esta manera se demuestra qgue el analisis de propagacién de perturbaciones,
como se presenta en este trabajo, es una herramienta que permite comprender
los efectos no lineales dominantes en el comportamiento de las ecuaciones
discretizadas asociadas con la simulacién del flujo a superficie libre, y que
también permite evaluar las ventajas que se tienen al seleccionar
adecuadamente el método para la solucién numeérica iterativa de las ecuaciones
no lineales en diferencias.

Debido a la generalidad del método de propagacién de perturbaciones, se
incluye en este trabajo un estudio para definir y establecer los criterios de
estabilidad de flujos por efecto del surgimiento de fenémenos oscilatorios, como
son las ondas rodantes que se presentan en régimen supercritico (Chow, 1959;
Ponce y Simmons, 1977; Ponce y Maisner, 1993). Ademas, se evalia la
conservacion de masa en la formulacidn generalizada de onda GWCE
(Kinnmark y Gray, 1988; Chippada, et al., 1997).

A manera de resumen, la estrategia seguida en este trabajo para estudiar las
propiedades de propagacion de aproximaciones numeéricas a la solucién de las
ecuaciones de flujo a superficie libre, se contiene en los rubros descritos a
continuacioén:

a) Andlisis de propagacién de perturbaciones sobre las variables dependientes
continuas. Para los términos no lineales o con dependencia paramétrica se
aplica una expansioén de Frechét-Taylor. Ademas, se realiza un analisis de
escalas multiples y localizacién. De esta manera, se determina la influencia de
cada término en las ecuaciones perturbadas y, consecuentemente, se obtiene
un sistema lineal localizado.

b} Método de Fourier continuo. Se aplica el método de Fourier para evaluar las
propiedades de propagaciéon de la ecuaciones de movimiento localizadas. Se
determina la relacion de dispersion continua y el limite de estabilidad del
sistema continuo, estos incisos se desarrollaran en el capitulo 4, para las
ecuaciones de Saint-Venant, v en el subcapitulo 7.1 para la formulacién
GWCE.

En el caso de los esquemas de Preissmann y Leendertse aplicados a las

ecuaciones de Saint-Venant, los siguientes puntos metodolégicos se incluyen
en forma completa en los capitulos 5 y 6, respectivamente. En el caso del
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esquema en el elemento finito para la formulacién GWCE, éste se analiza en
subcapitulo 7.2.

c) Discretizacion numérica. Se propone una estrategia de discretizacion del
sistema de ecuaciones diferenciales parciales (esquemas en diferencias finitas o
de elemento finito), y se verifica que el sistema discreto resultante cumpla con
las condiciones para tener un problema bien planteado.

d) Andlisis de consistencia. Se realiza un anélisis de consistencia, sustituyendo
la solucion exacta de las ecuaciones diferenciales en las ecuaciones
discretizadas. Se aplican expansiones en serie de Taylor a las variables
dependientes, alrededor de un punto particular de la malla. El resultado debe
ser la ecuacidon diferencial original adicionada de un remanente. Este
remanente debe reducirse a cero cuando la malla es refinada ad infinitum, lo
cual implica que el esquema discreto es consistente. También se determina el
orden del error de truncado del esquema numérico.

e) Andlisis de propagacién de perturbaciones sobre las variables dependientes
discretas. Para los términos no lineales o con dependencia parameétrica se
aplica una expansion de Fréchet-Taylor. Ademas de esto, se emplea un analisis
de escalas multiples y de localizacién, para determinar la influencia de cada
término en la ecuacién perturbada, con lo cual se obtiene el sistema discreto
lineal localizado.

f) Método de Fourier discreto. Se aplica el método de Fourier para evaluar el
comportamiento de la estabilidad del sistema discreto linealizado, y se hace uso
de expansiones discretas de Fourier para determinar las condiciones de
estabilidad del sistema discreto. La relacion de dispersion discreta permite
determinar los retratos de amplitud y fase, que caracterizan el esquema en
funcién del niimero de onda y de las condiciones del flujo.

Se incluye, ademas, la aplicacién de la metodologia descrita al analisis de
convergencia de iteraciones para la solucién de los sistemas de ecuaciones
discretas no lineales, ya sea por el método de Picard (Aldama y Paniconi, 1991)
o el método de Newton-Raphson (Burden y Faires, 1980; Paniconi et al., 1991).

Para determinar la convergencia numeérica sobre la forma iterativa de solucién
computacional de los términos no lineales; se propone dar un tratamiento al
esquema discretizado como se indica en los incisos (e} vy (f), con la diferencia de
que en este caso se estudia la propagacién de errores de una iteracién a otra.
Para determinar la condiciéon de convergencia, se considera que el factor de
amplificacion del error debe ser estrictamente menor que uno en valor absoluto
(Tingsanchali et al., 1989; Aldama y Paniconi, 1991; Paniconi et al., 1991). Este
estudio de convergencia de las iteraciones no lineales se desarrolla
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exclusivamente para el esquema de Preissmann, empleando las metodologias
de Picard (subcapitulo 5.6) y Newton-Raphson (subcapitulo 5.7).

Por ultimo es necesario puntualizar que el trabajo aqui presentado involucra
desarrollos algebraicos en extremo laboriosos, por lo que se recurrid al uso de
un manejador simbélico asistido por computadora con el software Matlab®
v.5.0 (MathWorks, 1997), el cual también se utilizé para la graficacion de los
retratos de amplitud y fase. Ademas, se utilizaron las librerias ISML® (ISML,
1994), generadas sobre una plataforma de FORTRAN® 95 (Digital, 1997), para
resolver los sistemas de ecuaciones que surgieron en las pruebas numéricas.
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CAPITULO 2

ECUACIONES DIFERENCIALES DE FLUJO
A SUPERFICIE LIBRE

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el flujo a superficie libre se pueden
encontrar con relativa facilidad en la literatura (Panton, 1984; Luettich, et al.,
1992). A pesar de ello en ¢l presente capitulo se deducen estas ecuaciones,
pues es posible asi identificar las simplificaciones que son consideradas en su
obtencién, que deben ser tomadas en cuenta para los estudios de propagaciéon
de perturbaciones.

Es usual deducir las ecuaciones que describen el flujo a superficie libre en el
ambito de un volumen de control infinitesimal (Chow, 1959), y aplicar los
principios de conservacién de masa y de cantidad de movimiento.

En este trabajo la deduccién de las ecuaciones de movimiento parten del
principio de continuidad y la segunda Ley de Newton aplicadas a una regién
material arbitraria en un medio continuo. La arbitrariedad de la regiéon material
permite deducir ecuaciones diferenciales a partir de las expresiones integrales
de conservacién. Dichas ecuaciones diferenciales se integran en la vertical v en
la seccion transversal con el objeto de obtener las ecuaciones que rigen el flujo
a superficie libre en dos dimensiones y en una dimensién respectivamente.
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Como resultado de la integracién, en la parte final de este capitulo se incluyen
las definiciones de las ecuaciones de flujo unidimensional a superficie libre de
Saint-Venant en sus versiones integrodiferencial y diferencial, asi como en la
versidn no conservativa. Son estas las definiciones que constituyen la base
fundamental de todos los analisis de propagacion de perturbaciones en los
capitulos 4,5,6 v 7.

2.1. Ecuaciones generales de flujo

Ecuacion de continuidad

El principio fisico del que proviene la ecuacién de continuidad es la ley de
conservacién de masa, por lo que dicha ecuacién es llamada con frecuencia del
mismo modo de conservacion de masa.

El principio de conservacién de masa para una regién material, esto es, una
region en el espacio que esta rodeada por superficie material, que siempre esta
compuesta de las mismas particulas fluidas, establece que: “La cantidad de
materia dentro de una regién material es constante”, Una definicion equivalente
es: “La tasa de cambio de masa en el tiempo es cero” (Panton, 1984).

La masa (M) de una regién material (RM ) se calcula al integrar la densidad p

sobre la regién, como sigue:

dMpy d
= dv =0
at dt .[p (2.1.1)
RM

donde dV representa una diferencial de volumen.

Para los efectos de la ecuacion (2.1.1) RM es arbitraria, la superficie de frontera
de una regiéon material (SM) estd en movimiento con la velocidad local del

fluido u; (lamina 2.1), donde u; es el vector velocidad y el subindice indica la
componente espacial del vector u; = {u;, us,u3}.

Aplicando la regla de Leibnitz se obtiene:

IaopdV+ J.ni u;pdS=0 (2.12)
RM SM

donde dS representa una diferencial de superficie, n; el vector unitario y
3,()=a()/at derivada parcial temporal.
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Regién material (RM)

Lamina 2.1. Regién material en movimiento.

Haciendo uso del teorema de Gauss para transformar la integral de superficie
en una integral de volumen, se llega a:

Iﬂi u; p ds = J.al (pul) dv (2.1.3)
sM RM .
donde 3;()}= 8()/x; derivada parcial espacial.

Substituyendo la ecuaciéon (2.1.3) en la ecuacion {2.1.2) resulta en:

j[aop+ai(9uz")]dv=0 (2.1.4)
RM

Recordando que la regién de integracién es arbitraria, la ecuacion (2.1.4) sera
valida sélo si-el integrando es idénticamente igual a cero, de donde se obtiene la
forma diferencial de la ecuacién de conservacion de masa:

dop+0;lpu;)=0 (2.1.5)
v, en notacién simbdélica (vectorial)

0

3$“+V"(Pu)=0 (2.1.6)

donde V.()=a()ox +a()dy +8()/dz es el operador divergencia y u=ui+vj+wk
el vector velocidad.

En el caso de tener flujo incompresible (8pp+u;0;p=0), la ecuacion (2.1.5) se

puede escribir como:
o;u; =0 (2.1.7)

Ecuacién de cantidad de movimiento

La ecuacion de cantidad de movimiento para un medio continuo se obtiene de
la segunda ley de Newton. El principio de cantidad de movimiento se puede
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expresar como sigue: “La tasa de cambio de la cantidad de movimiento lineal
dentro de una regién material es igual a la suma de fuerzas que actiian sobre
esta region” (Panton, 1984). Es posible identificar dos tipos fuerzas: las de
cuerpo, que actian en el interior de la region material, v las de superficie, que
actllan sobre la frontera de la regién.

Identificando como F; las fuerzas de cuerpo por unidad de masa, y como R, las

fuerzas de superficie por unidad de area, las fuerzas resultantes que actian
sobre la region material se pueden expresar como la suma de dos integrales:

[Fuerza resultante sobre laregion material] = J‘pFi dv + j R; dS (2.1.8)
RM SM

La cantidad de movimiento en la direccién i asociada con un elemento de
volumen es pu; dV, por lo que la tasa de cambio en el tiempo de la cantidad de

movimiento en la regién material resulta:
{Tasa de cambio de la cantidad de movimiento} d j
pu; dV

en la region material

2.1.9)

dt
RM

Entonces el principio de cantidad de movimiento se expresa a través de la
ecuacién siguiente (lamina 2.2):

d
Z pu; dV = J‘pFi dv + J.Ri ds (2.1.10)
RM RM SM

Region material (RM}

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |

Lamina 2.2. Regién material para la ecuacién de cantidad de movimiento

La parte izquierda de la ecuacién (2.1.10) puede ser modificada mediante la
aplicacion de la regla de Leibnitz:

d

- pPU; dV = jao(pui)dV+ Inj uiu_,-p das (2‘.1“11]

dt
RM RM SM
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Aplicando el teorema de Gauss a la ecuacion anterior, se tiene que:

d
E pu; dv = jao(pui) dv + ja,(ouz u‘j)dV (2.1.12)
RM RM RM
Entonces, la ecuacién (2.1.10) se puede escribir como:
J‘[ao(pui)*aj(l)ui uj)]av = IPF} dv + IRi ds 2.1.13)
RM RM SM

Fuerzas de superficie

Cuando se construye una superficie cerrada imaginaria, se produce una
divisién del fluido en dos porciones, una interna y una externa, y la accién
directa del fluido en la parte exterior tiene una influencia hacia la parte interna
y se analiza por medio del concepto de fuerzas de superficie.

En esencia, es imaginable que la parte exterior del fluido se ha reemplazado por
una serie de fuerzas que producen una accién directa en la parte interior del
fluido. Estas son las fuerzas de superficie que realmente integran los efectos de
fuerzas que acttian a un nivel microscépico.

La fuerza de superficie por unidad de area del tiempo t se puede considerar
como una funcién de posicion del punto x; en el espacio y de la orientacion
que la superficie material tiene en x;, caracterizada por el vector normal
unitario n; que sale de esta superficie. Por lo tanto, R; =R;(n;x;).
Introduciendo ahora el concepto de tensor de esfuerzos 7;; (Panton, 1984):

Ry =n; T (2.1.14)
en donde el tensor de esfuerzos depende de la posicion x;, pero no de la

’ onentacron “del’ plano que pasa por ese punto.

e *Para obtener Ia ‘ecuacion diferencial de cantidad de movimiento se sustituye la

L eeniacibn-de Safirerzos de superficie (2.1.14) en (2.1.13), y aplicando el teorema

de Gauss para las fuerzas de superficie, se tiene:

J.[a (pu)+6 (put ]dV I(pF +9,;T ” dv (2.1.15)

RM
Debido a que la regién de integracién es arbitraria idénticamente a cero en la

ecuacion (2.1.15) la forma diferencial de la ecuacién de cantidad de movimiento
resulta ser:
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ao(pui)"'aj(l)u;‘u‘j) =pE +aiTji (2.1.16)

La relacién constitutiva para fluidos newtonianos (Panton, 1984) establece que:

Tji = (- p+A8u)d;; +nloguj + 0 ju;) (2.1.17)
donde p representa la presién; p el primer coeficiente de viscosidad o
viscosidad dinamica; 1 el segundo coeficiente de viscosidad; y §;; el delta de

Kroneker. Sustituyendo la relacién anterior en la ecuacion (2.1.16), se obtiene:
3o(Pui)+3j(P uiu;‘) =pF; - 0;p + 8;(AOxug )+ at[u(aiuj + a‘jui)] (2.1.18)

El sistema de ecuaciones de conservacidén de masa (2.1.6) y de cantidad de
movimiento (2.1.18) es también conocido como las ecuaciones de Navier-
Stokes. Para el caso de flujo incompresible (p = cte.) de viscosidad constante,

dichas ecuaciones adoptan la forma:
aiui =0 (2‘1"19)

pOou; +pd luuj)=pgi - 0;p+nd;0 u; (2.1.20)
donde g; es la aceleracion de la gravedad.

Descomposicién de Reynolds

A pesar de que las ecuaciones (2.1.19) y (2.1.20) son validas tanto para flujo
laminar como para flujo turbulento, es posible demostrar que los
requerimientos de resolucién espacial y temporal son prohibitivamente grandes
para flujos con numeros de Reynolds altos (Strikwerda, 1989). Por lo anterior,
en aplicaciones ingenieriles y geofisicas es comun emplear la descomposicion
propuesta por Reynolds {Panton, 1984), que consiste en expresar las variables
instantaneas de flujo como la suma de un promedio de ensamble (determinista)
y una fluctuacidén turbulenta (aleatoria). En el caso de la velocidad y la presién,

dicha descomposicién adopta la forma:
Y = ui +ul (2.1.21})

= —--i- !
p=prp (2.1.22)
En las ecuaciones anteriores las variables con tilde (barra) se refieren a los
promedios de ensamble y las minutsculas con prima a las fluctuaciones
turbulentas. Los promedios de ensamble de velocidad vy presién se definen
como sigue:

1 N
i = lim ~ Y u 2.123)
N-—w N nol
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T 1w 2§ 0 2.1.24
p %1_%1\,;? ( )

donde la barra denota el promedio de ensamble y el superindice (n) el namero
de realizacion. Evidentemente, u} =0 y p’ =0, lo cual se cumple por definicién.

Sustituyendo (2.1.21) v (2.1.22) en (2.1.19) y dado que las derivadas espaciales
y temporales conmutan con la operacién de promediado en la ecuacién (2.1.19),

se obtiene la ecuacion de continuidad para la velocidad promediada:
d;ui=0 (2.1.25)

Aplicando la misma metodologia, para el caso de la ecuacién de cantidad de
movimiento se obtiene:

PO, Ui + paj(ﬁiﬁj) =-8;p+g; +nd;0 ;Ui —pa,-[uﬁ;-) (2.1.26)

donde el término -pulu;, conocido como tensor de esfuerzos de Reynolds,
representa la influencia de la turbulencia en la dindmica de la velocidad media
u;. Las ecuaciones (2.1.25) y (2.1.26}, que gobiernan la dinamica promediada
del flujo, se conocen como ecuaciones de Reynolds.

Cuando las ecuaciones de Navier-Stokes se promedian en el tiempo, se pierde
informacidn acerca de los detalles del flujo. Adicionalmente, dado que el efecto
de la turbulencia se ha introducido a través de los esfuerzos de Reynolds, se
tienen nuevas variables dependientes dentro del sistema y, como no se ha
aumentado el nimero de ecuaciones, se tiene un problema indeterminado, el
cual se conoce como “problema de cerradura”. Entonces, deben introducirse
ciertas hipétesis fenomenolégicas para cerrar el problema (Tsanis, 1989).

Varias hipotesis clasicas de cerradura, para expresar los esfuerzos turbulentos
en términos de la velocidad media, han sido aplicadas a la ecuacién (2.1.26).
Aqui se empleara el modelo de viscosidad turbulenta propuesto por Boussinesq
(Abbott et al., 1989; Tsanis, 1989):

., 2 _
P(UE u,-) = _gpkai‘j + e 00 Ui (2.1.27)

donde u; es la viscosidad turbulenta y k=ulu! la energia cinética turbulenta
por unidad de masa. Debe hacerse notar que p;es una propiedad del flujo y no
del fluido. Existe una gran diversidad de modelos empiricos y semiempiricos
para determinar p,. Una buena revisién de los mismos se puede consultar en

Tsanis (1989),
[
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Esta propuesta de solucién del problema de la cerradura no es la mas
completa, pero es ampliamente utilizada. Al sustituir la ecuacién (2.1.27) en la
ecuacién (2.1.26) se obtiene:

POoli "'Paj(aj!:j)= -9;p+gi +d; [(p+ p.t)ajz_zi] (2.1.28)

donde §=E+§—pk es la presion promedio modificada por los efectos de

turbulencia.

2.2. Ecuaciones integradas en la vertical

En la practica de la ingenieria es necesario dar una respuesta a problemas del
movimiento del flujo en canales y tuberias en forma rapida, y el utilizar los
modelos que involucren la modelacion de los esfuerzos de Reynolds complica en
gran medida el logro de este objetivo.

De tal manera es comun que las leyes de la dinamica de fluidos se formulen
con base en las llamadas derivaciones ingenieriles, que utilizan el volumen de
control como unidad de analisis (Abbott, 1979). Tales derivaciones estan
basadas en simplificaciones cuya validez se supone a priori (Abbott y Basco,
1989},

No obstante, las derivaciones ingenieriles impiden que se identifiquen con
precision los casos en los que son validas para las antes citadas hipdtesis
simplificatorias. Por esto, es conveniente considerar la derivacion de las
ecuaciones diferenciales que se emplean en la practica ingenieril a partir de la
integracidn espacial de las ecuaciones de Reynolds.

A continuacion se presenta la derivacién de las ecuaciones que rigen el flujo
unidimensional a superficie libre en un canal infinitamente ancho, a partir de
la integracién vertical de las ecuaciones de Reynolds. Posteriormente se tratara
el caso de flujo en canales con seccidon transversal arbitraria.

Supdngase que el eje x coincide con la direccién horizontal principal del flujo,
que el eje y coincide con la direccién vertical y que ¢l eje z es proximo a la

direccién horizontal, formando con el eje x un pequefio angulo 6. Se define asi,
de modo que sen(d) coincide con la pendiente media del fondo del canal.

Indicando con u la velocidad en la direccidn x, con v la velocidad en la
direccién y, con w la velocidad en la direccién z, y suponiendo que w=0, que
la variaciones en el sentido z se anulan y que p = const., las ecuaciones de
Reynolds (2.1.25} y (2.1.28) adoptan la forma
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du  dv

o oy D 2.2.1)
ou  ou’ duv _ _10p 109ty 19ty 222
§§+af;§+a;2 =__1_§‘_§_g+la"yx+la"yy (2.2.3)
ot 9x dy pdy p ox p Oy
0= 197, (2.2.4)
p ox
donde
toe =n 2 _pu? (2.25)
==l P
ou _ (2.2.6)
Txy = Mg——pu v
ou _ ' 2.2.7)
Tyx = u—é...... - pv u
v, =n¥ _pu? (2.2.8)
w (2.2.9)

dw i
Tax =P“5;C“-Pw u

Las expresiones (2.2.5)-(2.2.9) representan los esfuerzos efectivos que actiian
en el flujo. La ecuacién (2.2.4) no proporciona informacion util para el analisis
que a continuacién se presenta. Por otra parte, una simplificacién de la
ecuacion (2.2.3) permite a su vez simplificar la versién verticalmente integrada
de la ecuacién de cantidad de movimiento en el sentido horizontal del flujo
(2.2.2). En efecto, suponiendo que los términos inerciales y los que involucran a
los esfuerzos efectivos en la ecuacién (2.2.4) son despreciables en comparacion
con el término gravitacional, se obtiene la siguiente ecuacién aproximada de
cantidad de movimiento en la direccién vertical:

op

oy

(2.2.10)
=-pg

Integrando esta expresién entre una cota arbitraria y, y la elevacién de la
superficie libre y =n(x,t) (lamina 2.3} se obtiene:
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p=p,-pgn-y) (2.2.11)
donde p, representa la presion atmosférica. Conforme a (2.2.11), la presién
esta distribuida hidrostaticamente en la vertical. El desprecio de los términos
inerciales en la ecuaciéon (2.2.3) se justifica cuando las lineas de corriente no
exhiben curvaturas pronunciadas en la vertical y, por lo tanto, las
aceleraciones en esa direccién son despreciables.

Sustituyendo la ecuacion (2.2.11}) en la ecuacién (2.2.2) se obtiene la
aproximacién hidrostatica de la ecuacién de cantidad de movimiento horizontal:

- -2
ou  ou  duv _ g?ﬂ+la‘m+iatw (2.2.12)
ot  ox oy ox p ox p By

by

—-—-—-——-_: : Y= xt)

|
j/'u(&z,t)

Y

7 [ THSES Con
— it FALLA DE ORIGEN

Ubet)

Lamina 2.3. Variacion de la velocidad en el vertical.

Integrando la ecuaciéon de conservacién de masa (2.2.1) vy la ecuacién de
cantidad de movimiento (2.2.12) en la vertical, se tiene:

) o nlet) 5o
J‘ du dy + J. Lay=0 (2.2.13)
() O —h(x) Y

nlx, t) a(x.1) xt) n(xt) , —
J. %4 gy +I i—)dwj‘ 2)ay =—1I 92 gy .
hfes) O ~h(x) () o i) % 2.2.14)
(et ()
1 J' Ot gy, L J' Oy
P J him) O* P J nger) %Y

Aplicando la regla de Leibnitz para intercambiar el orden de la integracion y
diferenciacién las ecuaciones (2.2.13} y (2.2.14):
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= - dn - oh - -
7 12 5 Wy 5 yen ~yen =0
0x J pey YN0y ¥ThOy  wmh WS R
: b
a J‘angyt) g, Mg _ .2 ay 2 on_gz R
ot —h{es) y=1 gt y==h gt x _h(x) y=n Ox y=—h OX
n(x»f) — —
v@o),_ @) | =-2 |pay +£ 90,2 2R
Yy=n _y=~h pox h(e) Ply=n ox p yomh dx
10 [ an ah
+=— Ty = T o = Tl T
p Ox Jren) Y=n 5x y=-h 3y
16 ® nx.t) l . ’ oh
*oe— TedY =1 — ik
xy Yy o
p dx J ) y=1 gx h Px

(2.2.15)

(2.2.16)

Entonces, para evaluar la influencia de la superficie libre y el fondo, se propone
definir una condicién de frontera cinematica en la integracién en la vertical de

forma que (Luettich et al., 1992}

—g—t-(n—y)

“E§ vanable espa01a1mente e 1mpermcable

—oh -
—(y+h) =[u———+v] =0
n y=-h

y=-h ox

(2.2.17)

(2.2.18)

Para las fronteras laterales que se supone en la vertical del flujo, deben ser
continuas, y esto implica que las vectores normales en la vertical son nulos. El
equilibrio dinamico se debe satisfacer en la fronteras y proyectar las fuerzas de

superficie del elemento en la direccién x,z

y para el fondo

Como en las fronteras laterales son requeridos nuevamente los

(2.2.19)

(2 2.20)

esfuerzos

cortantes de continuidad entonces se tiene que el [esfuerzo cortante normalj=0

y el [esfuerzo cortante tangenciall=0
\ .
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Aplicando las condiciones de frontera cinematica en la superficie, y el fondo
(2.2.17)-(2.2.20) en las ecuaciones (2.2.15} vy (2.2.16), se tiene que:

u n(x,t
94,9 Yiay =0 (2.221)
ot ox J -hxt)
n(x,t) n{x.t) nix,t) o nlx,t) — nix.t)
J‘udy +— uudy= {Fdy -— apd,y+£—?— tmdy+1('c -1 ) (2.2.22)
E hed) o -hit) P om0 POX Jny P

donde d=y+h es el tirante; F agrupa los esfuerzos efectivos en la vertical.

Considerado que la velocidad promediada de la velocidad en la vertical U (ver
lamina 2.3) se puede evaluar como

1 n(x.t)
v=1 I udy (2.2.23)
d ~h(x,t)

El sistema de ecuaciones integradas en la vertical (2.2.21) y (2.2.22) es valido
para cualquier tipo de flujo unidimensional y puede ser utilizado para describir
el comportamiento de un escurrimiento en canales naturales o artificiales. En
el siguiente subcapitulo se desarrollaran algunas consideraciones con el fin de
tener una aplicabilidad mas simplificada, sin perder la generalidad de las leyes
fisicas que las generan, pues ayudan a resolver algunos problemas que se
presentan en la practica de la ingenieria

2.3. Ecuaciones de flujo a superticie libre

El sistema de ecuaciones (2.2.22) y (2.2.23) evaltia la conservacién de masa y
cantidad de movimiento en el sentide unidimensional, para un cauce de ancho
unitario. En caso de tenerse un cauce natural con ancho de la superficie libre
B especifico, es necesario considerar un ancho diferencial de espesor df en
lugar de un ancho unitario {lamina 2.4), v después integrar las ecuaciones
(2.2.22) y (2.2.23) a todo lo ancho de la seccién como se muestra en seguida:

B(E) B() nlx.t)
Fe e
0 o (9% J no

B() F n{x,t) B(&)[ 5 nfx.t) B} nlxt)
udy |dé+ uudy I j dy dt -
,[ .[—h(x,t) J.O ox j‘ h{x,t) ] ~h(x,t) (23.2)
B} ulx r) B(g) 1 B(z)
[ (g e o
x ~ e B . p 0 .
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Lamina 2 4. Espacio de integracion de la seccién transversal de un cauce.

donde el término F,, engloba la variacién de los esfuerzos en la masa del flujo,

y donde este término tiene la capacidad de evaluar los efectos de turbulencia en
la vertical (Abbott, 1979) y se puede considerar como:

1 1 Tl(x»t)
SF, == J.rmr dy {2.3.3)
p d J nee)

Aplicando nuevamente la regla de Leibnitz para cambiar el orden de la
integracion y diferenciacion de las ecuaciones (2.3.1) v (2.3.2), v desarrollando

se tiene:
P B(E) 2 P BE) () _
j d dE + J‘ udy dé=0 (2.3.4)
ot ox Jo -h(x,1)
5 ) ®alx2) BE) P ngi_c,t) B) @ nlxt)
— udy d§+—* uudydt = dy dg ~ ,
o .[ I ~Alx,t) .[ J -n(x,t) J. .[ ~h{x,t) (2.3.5)
Bfg)  nlx.t) (é) or B(g) B()
Lo D dy dg+— 5 ar+ F dZ;+— s -12) e
p 6x _h(x ) ox 0

donde r es el desplazam1ento de la frontera en una seccién transversal dada
con respecto a la variable espacial o temporal, a lo largo de la direccién normal
N de la frontera I, proyectada sobre un plano paralelo a la seccién transversal,
N: es el coseno director de la normal N de I' y se considera que apunta hacia
afuera de la seccién transversal (Yen, 1974).

Se evaluan las integrales que contienen los términos de las caracteristicas
geométricas y de vartacion de la velocidad promediada de la forma siguiente:

TESIS CON
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B(E_,;x,t)
Alx,t)= d(x, t)dt (2.3.6)
B(&nx!t) (x t)
Qlx,t) = Ulx,t)A(x,t) = J‘ J- ulx, y,8) dy d& (2.3.7)
x t)
xt) (@ nfxt)
Q(JC, t) 2 E" ‘ (2.‘3..8)
A(x,t) —U(x t) A(x t)= J. _Lj(ig’t) dy dt

donde Q(x,t) es el gasto o la tasa de flujo por unidad de volumen que circula
por una seccion transversal,

Sustltuyendo las integrales (2.3.6)-(2.3.8) en {2.3.4) vy (2.3.5)
0A(x,t) aQ(x, )

ot ax 0 (2.3.9)
&) o alxe) Blg) (.t
0Q(x,t) . 2 | Qlx, tf | B 12
“et ax[ Aty | ], ) iﬁf’; % _hiy: &+ (2.3.10)
e B(g) ® B(E)
H 5 ars fp, a+l (’tim‘tg)d’é
PJo &  Jo P Jo

Debido a que se tiene un campo gravitatorio, las fuerzas de cuerpo se pueden
evaluar por medio de un potencial, de manera que
0 od

F=-g— (2, + d)=gS, - F (2.3.11)

donde g es la aceleracion de la gravedad; z, la elevacidén del fondo de la

plantilla del canal; S, =-28z,/8x pendiente de fondo del canal y la presién local

P en relacion al fondo del canal, se puede evaluar como

P=p+pgd (2.3.12)
Sustituyendo (2.3. 11) v (2.3.12) en (2.3.10) y desarrollando se tiene:
B \
20, o [of]__1o [*° [359
ot ox Ale,t) | pox Jo (e (2.3.13)
1) ~ Blg) Ble) '
1 or 1 s b
— P—dl +gAlx,t)Sy + JF dE+— Jlzy -
P IO B g ( ) b Jo dﬁ o _[() x x)dg

Considerando que el esfuerzo cortante en la superficie es motivado
principalmente por el efecto del viento, el cual se puede considerar nulo 1, %0,

debido a quge este efecto no influye de forma importante en el flujo a largo de un
canal o rio. EI esfuerzo cortante en el fondo que es producto de los efectos de
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fricciébn y se puede parametrizar por medio de la ecuaciéon de Chezy (French,

1985), de forma que o
] J' o . 106 1)[0x 1) (2 3.14)
RA(x,t)

donde C; es el coeficiente de friccion de Chezy; R(4;x,t)= A(x,t)/P(4;x,t) el
radio hidraulica y P(4;x,t) el perimetro mojado.

Para los casos de aplicacion de la ecuacién (2.3.13) en la ingenieria, el flujo en
un canal es del tipo turbulento completamente desarrollado. Entonces el
término que involucra los efectos turbulentos en el medio se puede englobar en
el coeficiente de friccién de la forma de (Abbott, 1979):

B() _
J‘Fxx de = Cr(A,Q Fy) (2.3.15)
0
Asi, sustituyendo las ecuaciones [2 3. 14) v (2.3.15) en (2.3.13):
80(x,t) o [olx, ::)2 S
T dy dé +
at ox| Alx, t) o ax het) (2.3.16)

Ie)
1 j P& ar- g Alx,1)S;, + g Alx,1)S, (4, Q:x,t)=0
P J, ax

donde

| Qlx, 1) Q(x, 1)
g R(A; x,t) Alx, t)?
Para evaluar los efectos de la presion en un tramo de un canal, se propone
analizar un diagrama de cuerpo libre para el caso de tener una reduccién (o
ampliacién) de una conduccién, para un flujo dado, como se muestra en la
lamina 2.5.

Sy (4,0 x,t)=C; (2.3.17)

Considerando que el vector normal de la variacién del ancho sea paralelo a las
paredes del canal de forma que N =cos8 =1, lo cual difiere de lo considerado
anteriormente cuando se tenia una ampliacién radial 7, y ademas, en el caso de
contar con una pendiente no muy brusca de la plantilla del fondo del canal, los
efectos de la presién se evalian por medio de las siguientes integrales (Cunge et
al., 1980)

y(A x’t) B(&)
LA x,t)= [y(A x, )= n}8(x, ) dn = yJ. J. dy & (2.3.18)
()
(A x, t) 3
L4 xt)= [y(4; x,t)- n][ } dn =y J‘ pZar (2.3.19)
0 0% Jywy, o
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|
7‘&.« Y
Zb Nivel de referencia

Lamina 2.5. Diagrama de cuerpo libre y caracteristicas
de la seccién transversal de un canal.

Sustituyendo las integrales (2.3.18) y (2.3.19) en (2.3.16), y con la ecuacidén de
conservacion de masa (2.3.9), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
integradas en la vertical, para describir el comportamiento del flujo en las
conducciones a superficie libre:

N _0A 0Q
BlA, Qs x,t) = =0 (2.3.20)

09, 8(Q%)  oh(Axt) . (A Ort)g]e
MAA,0;x,1) = 3t+8x(AJ+g = + gl (8 x,8)+ g AlS,(A,0:x,) Sb]_0(2.3.21)

El sistema de ecuaciones (2.3.20} v (2.3.21) es conocido como las ecuaciones de
Saint-Venant en su versién conservativa integrodiferencial (Cunge et al., 1980} y
son ampliamente utilizadas en la practica en la simulacién de flujo a superficie
libre en canales naturales y artificiales, incluyendo el caso de tener
ampliaciones o reducciones bruscas.

Si se cuenta con una conduccién con ampliaciones o reducciones suaves sin
variaciones bruscas del fondo del canal, la funcién §(x,n) es univaluada.
Entonces, en las integrales I;(A4;x,t) v I,(4;x,t) se puede aplicar la regia de
Leibnitz para intercambiar el orden de la integracién y diferenciacion. De ese
modo, teniendo en cuenta que 3(x,y)= B(4; x,t), donde B(4;x,t) es el ancho de la

superficie libre del agua y A(xt)= J‘y(A;x,t)a(x

. ,n)dn, el area de la seccién

transversal del cauce, entonces

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN
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ylAixt)

Zlon(axdl- g (i)l

. ylA4ix.t) ylaixt)
st [etmenss [ ™ btaxg-nf 2]
0

0x 0 Y=Yo
SylA; x,t
= gA(x, t)_}_!,(_é;’_‘__) +gly(A; x,t) (2.3.22)

Con el resultado anterior, los términos que involucran los efectos de presion y
de variacién de la plantilla del canal se pueden evaluar de la forma siguiente:

54 dylA;x,t
2 g 1(a;x,0)- g Ta(85%,0)- 94(c,0)S, = 54 t)i(E;’Q + g Tp(A x,1)-

g I5(4; x,1)+ gAl(x, t)é%c(f—)

yDlaiz) 2]

= gA(x,

= gA(x,
donde A{A;x,t)=y(4;x,t)+2z,(x) es el nivel de la superficie libre del agua,
medido desde un nivel de referencia arbitrario.

t)@-%cx—’ﬂ (2.3.23)

Sustituyendo la ecuacién (2.3.23) en la ecuacién de cantidad de movimiento
(2.3.21}, vy junto con la ecuacion de conservacion de masa (2.3.20), se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su versién
diferencial

0A(x,t) , 2Q(x,t) _ o

ot ax (2.3.24)
3Q(x, 1) g Qlx, t)2 dh(A;x,t) | i :
o ox [ Ak |79 Al ) =5 ==+ 9 Al 1)S; (4,0 x,8) =0 (2.3.25)

Finalmente, una forma de aplicar las ecuaciones de Saint-Venant en el caso de
rios muy anchos y con poco tirante, en donde se considera una seccion
transversal casi rectangular A=BH , donde B es el ancho de la seccion y H el
tirante en la seccién. Haciendo uso de esta relacién, y aplicandola en las
ecuaciones (2.3.24) y (2.3.25), se obtiene el sistema de ecuaciones de Saint-
Venant no conservativas (Cunge et al., 1980; Garcia, 1994)

B(H; x, t)__+_[U A(H; x,8)] =0 (2.3.26)

U aU  B8H  dz,(x) (2.3.27)
e —-—+95—9 A

+gSf(H U x,t)=0

BN et t >
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Por otra parte, una forma de evaluar el término de friccién definida en la
ecuacion de cantidad de movimiento (2.3.16), presenta una deficiencia en la
homogeneidad de escalas. Con el fin de manejar una ecuacién
dimensionalmente homogénea del término de friccién, vy haciendo uso de la
evaluacion del término de friccién de Chezy (2.3.14), se tiene:

N-1

_KU["U (2.3.28)
RM

donde K es una constante que depende del tipo de rugosidad en la superficie de

fondo del canal, M y N son exponentes constantes.

Sy

Un ejemplo especifico de la ecuacién (2.3.28) es la ecuacidon de Manning {Chow,
1959), donde, K=n?, N=2y M=4/3
2ulu
Sy = f%
. R
'y en el caso de aplicar la ecuacion de fricciéon de Chezy, donde K =1/C?, N=2y
M=1

(2.3.29)

1 |U|U
&= R (2.3.30)

Es conveniente que la expresion (2.3.28) tenga una forma dimensionalmente
homogénea. Esto se puede realizar considerando que los parametros
dimensionales de K son:

K| LT—IIN*ILT-I (2331)
===,
despejando el término K de la ecuacion (2.3.31)
K =LY-Np¥ (2.3.32)

donde se concluye que la ecuacién (2.3.28) no es dimensionalmente

homogénea. Entonces, para tener una ecuacién de friccion que no tenga

problemas dimensionales, se propone trabajar con la férmula de friccion

dimensionalmente homogénea propuesta de Darcy-Weisbach (Maza, 1984), que

se usa para evaluar la pérdida de energia debida a la friccién en conductos a
presion

_fluju

= _S?E— (2.3.33)

Realizando una comparacién entre la ecuacién de Darcy-Weisbach (2.3.33) vy la

ecuacién de Chezy (2.3.29), y despejando €l coeficiente de friccion C de Chezy
c- 22 (2.3.34)
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entonces, una forma alterna de escribir la ecuacion de friccién de Chezy (2.3.29)
se puede expresa como:

§; =22 (2.3.35)

donde K, es un parametro sin dimensiones. Ademas, se conoce que el

coeficiente C de Chezy se puede expresar de la forma siguiente (Maza, 1984):

R1/6
C=" (2.3.36)

donde n es el coeficiente de friccidn de Manning Sustituyendo la ecuaciéon
anterior en la ecuaciéon de friccion (2.3.35}

_ S pue
n—\/; R (2.3.37)

En el caso de utilizar la férmula de Strickler para evaluar la friccién (Maza,
1984)
n =0.04168K (2.3.38)

donde K, es la rugosidad equivalente de friccién.

Debido a que la férmula anterior no es dimensionalmente homogénea, entonces:
K -

m

n= “E-Kilﬁ (2.3.39)

donde, K, es una constante sin dimensiones y tiene un valor de X,, =0.1305455
(Maza, 1984).

Con base en este estudio dimensional, la ecuacién (2.3.29) se puede escribir de

la forma siguiente:
Sy = ﬁ[ﬁ)m wiv (2.3.40)
g \ R R

donde las dimensiones del parametro K se pueden evaluar de forma siguiente:
| K =oklg’ = P[LT71] 2341
donde, a su vez « es un parametro constante, lo que implica que B=M-N/2,
y=-N/2 v K=aKX¥-V/2g7%/2 vy ademas, evaluando las dimensiones de la

ecuacion (2.3.41):
P [LT‘2]'= JM-N /2[LT2 ]"‘N /2 (2.3 42)

Aplicando este resultado a la ecuacion (2.3.40), y desarrollando, se tiene:
N-1
wn UV

it (2.3.43)

S;=aK}" g

Un caso practico de la ecuacidon anterior es considerar N=2 y M=4/3 para la
condicién de flujo turbulento totalmente desarrollado:
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sf(H,U;x,t)=a[R( ;I{sx ,t)) gLI(J hII;UJTc,t) (2.3.44)

donde R(H;x,t)= A(H;x,t)/P(H;x,t) es el radio hidraulico; P(H;x,t) perimetro

mojado; K, la rugosidad absoluta del fondo y «=17/100 un parametro
adimensional (Aldama y Ocdn, 1998).

Finalmente, la ecuaciéon de friccidén en funcion de area y gasto en su version
dimensional es:

1/3
K | Q|0
S¢(4,0;x,t)= < (2.3.45)
7(4,0:x1) 0{R’(A;x,t)J g R(A;x,t) A

Las ecuaciones anteriores son versiones dimensionalmente homogéneas para
evaluar los efectos de friccién en la ecuaciones de Saint-Venant y sera la forma
de trabajar el término de friccién en todos los desarrollos que se realicen en
este documento.

Por otra parte, con el fin de tener un manejo mas agil a lo largo de aqui en
adelante, se definird la presentacion de las ecuaciones de Saint-Venant para
sus diferentes versiones, incluyendo las condiciones de frontera e inicial en
forma especifica como sigue: '

Definicidén 2.1. Sea el sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en
su version integrodiferencial:

- Ecuacién de conservacién de masa

6A 0
g@(A Q,x t) = — + £ 0 (2‘.3.‘46)

- Ecuacién de cantidad de movzm:ento
2 :

WA, Q; x,t) = ?3? P [QX} + gg‘rl%i’i)+gIQ(A;x,t)+ gA[Sf‘(A,Q;x,t)- Sb] =0 2347
donde x es la coordenada en el sentido horizontal y t el tiempo, como variables
independientes; A(x,t} y Qx,t) el area y gasto respectivamente, como variables
dependientes; ademds (x,t)e Q=[0,L]x[0,T] delimitan el espacio de solucién; L,
longitud del canal o cauce; T, tiempo final de solucién; g, aceleracion de la
gravedad; 1,{A; x,t) y L(A; x,t}, integrales que incluyen los efectos de la presién en
la seccién transversal (ecuaciones 2.3.18 y 2.3.19); S,(x), pendiente de la plantilla
del fondo del canaly S, (4,Q; x,t) pendiente de friccién (ecuacién 2.3.45).

El sistema de ecuaciones {2.3.46) y (2.3.47) constituye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera que estd sujeto a las
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condiciones iniciales A{x,0)= A (x) y Q(x,0)=0Q, (x) y las condiciones de frontera
se definen para:

Flujo subcritico

AlLD)=fE) ; t>0 (2.3.48)

Qo,)=gt) ; t>0 (2.3.49
Flujo supercritico

A0,)=ft) ; t>0 (2.3.50)

Q0,t)=g) ; t>0 2351

Definicidon 2.2. Sea el sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en
su versién diferencial:

- Ecuacion de conservacion de masa

_8A 8Q
cd:g(A Q,x t) —+*é;* =0 (2.3.52)
- Ecuaciéon de cantidad de movimiento
2Q 8 {Q*? dh{A; x,t) -
AQx, )=+ 21% |tgal¥20) 548,(A,Q0;x,t)=0 2.3.53
M4,0:%.1) 6t+ax|:A}+g o t945(4,0x1) (2.3.53)

donde h{A;x,t)=y(A; x,t)+z,{x) la elevacién de la superficie libre del agua desde
un nivel de referencia; y(A; x,t) elevacién de la superficie libre del agua medida
desde la plantilla del fondo del canal; z,(x) la elevacién de la plantilla del fondo
del canal desde un nivel de referencia y Sf(A, Q; x,t} la pendiente de friccién

(ecuacién 2.3.45).
El sistema de ecuaciones (2.3.52) y (2.3.53} constituye un problema bien

planteado de valor inicial y de valores en la frontera, que estd sujeto a las
condiciones iniciales para A(x,0)=A (x) y Q(x,0)=Q (x), y las condiciones de

frontera se definen para flujo subcritico y supercritico como se describen en las
ecuaciones (2.3.48) y (2.3.49), (2.3.50) v (2.3.51), respectivamente.

Definicion 2.3. Sea el sistema de ecuaciones de Saint-Venant no conservativas

- Ecuacién de conservacion de masa

L(H,U;x,1) = BES %05 + 2 [V AH;x,8)] = 0 2354
- Ecuacién de cantidad de movimiento
aU oU  oH (2.3.55)

_oU oH  0zp(x) et e
W(H,U; ,t)- HUS g g +g S¢(H,U;x,£)=0
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donde H(x,t) y U(x,t) el tirante y la velocidad respectivamente, como variables
dependientes; A(H; x,t) el area hidraulica y Sf(H ,U; x,t) la pendiente de friccién

(ecuacion 2.3.44).
El sistema de ecuaciones (2.3.54) vy (2.3.55) constituye un problema bien

planteado de valor inicial y de valores en la frontera, que esta sujeto a
H(x,0)=H (x) y U(x,0)=U,(x) como condicién inicial. Las condiciones de frontera

se definen para:

Flujo subcritico

HLt)=f) ; t>0 (2.3.56)

vot)=glt) ; t>0 2357
Flujo supercritico

HO,0)=r) ; t>o0 (2.3.58)

v@,)=gt) ; t>0 2.359)

Como conclusion de este capitulo se puede decir que las ecuaciones de Saint-
Venant, en cualquiera de sus versiones, son las leyes fisicas basicas para
representar el flujo en una dimensién, vy tienen una amplia aplicacién en la
simulacién de flujo en canales, rios, surcos, etc. (Abbott, 1979; Baume et al.
1992; Garcia, 1994 y Aguilar et al., 1994).

Las limitaciones de su aplicaciéon quedan en funcién de las hipétesis de
simplificacidon, y propiamente se deben utilizar para la condicién de flujos
irrotacionales asi como para los unidimensionales donde los componentes de
los vectores de velocidad en la vertical y transversal son de una magnitud
pequefia con respecto a la velocidad longitudinal.

En €l caso de que el canal o cauce presente curvatura significativa esto implica
que las lineas de corriente sufren deformaciones. Para considerar este efecto, se
puede modificar el valor de la constante de friccidon de Chezy, a fin de cubrir los
efectos de turbulencia que se originan por el cambio de direccion {Chow, 1959;
Jin y Steffler, 1993).

Finalmente, es posible utihizar la ecuacién (2.3.2) para evaluar los efectos de
turbulencia en la vertical. Al respecto, es necesario proponer un modelo de
turbulencia a fin de cerrar el problema, debido a que los esfuerzos de Reynolds
incluidos en esta ecuacidon no son determinados en forma explicita. Una
propuesta de solucion de este efecto es introducir un modelo de Boussinesq,
donde se involucran la variable de viscosidad turbulenta y la escala de la
turbulencia (Jin y Steffler, 1993).
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CAPITULO 3

METODOLOGIA PARA EL ANALISIS DE
PROPIEDADES DE PROPAGACION

En este capitulo se presenta el marco tedrico general de la metodologia
propuesta para determinar las propiedades de propagacion de sistemas
continuos y discretos, tomando en cuenta los efectos no lineales dominantes.
También se establece, mediante ejemplos ilustrativos, la relacién que existe
entre las propiedades de propagaciéon y los conceptos de consistencia,
estabilidad y convergencia de aproximaciones discretas de ecuaciones de
evolucion. Este capitulo comienza con la exposicion de las nociones
fundamentales de la teoria de problemas numéricos de valor inicial.

3.1. Problemas de valor inicial

Considérese el siguiente problema de valor inicial, que involucra una ecuaciéon
de evolucién:

L _N@ en (x)eax[0p] @11
G=g(xt) en (xt)eo0x[0,tp] 3.1.2)

L= s R ()]
H -.. - A w

B T —
CLI R dal 40
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u(x,0)=uy(x) en xeQ (3.1.3)
donde u = u(x,t)=(u;,us,,ux)’ es un vector K-dimensional; N(), un operador
diferencial vectorial no lineal en el espacio de dimensién N; x= (xl,xz,x3)T , €l
vector posicién en el espacio tridimensional; t, tiempo; G{), el operador
diferencial vectorial de condiciones de frontera; g() y wuy() son funciones
conocidas del espacio-tiempo y del espacio, que respectivamente definen la
condiciones de frontera y los valores iniciales; Q es una regiéon con frontera fija
dentro de un espacio tridimensional; 8Q, la frontera de Q, v ¢z el valor final del
tiempo. E] problema (3.1.1)-(3.1.3) también puede representar casos
bidimensionales en los que x = (x;,x,), v unidimensionales en los que x = (x;).

Como se explicara posteriormente, el sisterna de ecuaciones (3.1.1)-(3.1.3)
define un problema bien planteado si su solucidén existe y depende
continuamente de los valores iniciales y de aquéllos especificados en la frontera
(Drolet vy Gray, 1988; Morton y Mayers, 1994).

3.2. Aproximaciones numéricas

Una malla espacio-temporal uniforme con intervalos constantes Ax;,Axy,Ax; y
At divide la regién Qx[0,tz] vy permite definir los valores discretos de
u mediante la operacién de muestreo siguiente:

u} =u(jiAx;, joAxy, jadxy,n At)
donde j=(j;, jz, j3) € Jo €s un multi-indice; j;, j,,j3 ¥ n son nimeros enteros y
Jo es el conjunto de N valores que puede adquirir el multi-indice j para la
malla espacial definida sobre Q. Las normas discretas que se introduciran
posteriormente pueden definirse involucrando tinicamente los valores de j en
Jo. En algunos casos, el conjunto J, puede incluir puntos ficticios en el
exterior de Q, ubicados en la vecindad cercana a 8Q, que se introducen para
discretizar condiciones de frontera que involucran derivadas espaciales. Cabe
sefialar que las consideraciones anteriores pueden generalizarse al caso de
mallas no uniformes que comunmente surgen en el contexto del empleo del
método de elemento finito.

(3.2.1)

Sea Uj una aproximacién numérica a uj, los valores de uj y U7}, para todos
los puntos en el instante de tiempo n se denotan como u”y U™

u” i{u}‘ ,Je JQ} S
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(3.2.3)

U":{U}‘,jed'n}

Notese que mientras uy o Uj son vectores de dimensién K, u" y U™ son
vectores de magnitud KN.

Para tener un manejo agil de la notacion, se considerara que la aproximacion
soOlo involucra dos niveles de tiempo: ny n+1.

Debido a que es necesario realizar comparaciones de u"con U", resulta
conveniente introducir el concepto de norma, el cual se aplicara a cada vector
por separado y para la diferencia entre ambos. La norma discreta infinita o
méaxima se define como:

o ”wi mé"{f (URy | e Jg} (3.2.4)
k=1 ,

La norma 1nf1mta continua esta definida por:

[u Uw= maK{Z! ug 1 , X EQ} : (3.2.5)

donde k=12, ,K.

La norma euclidiana discreta o norma ¢, se define como:
- 1/2

o], - ZAVJ V[ e

donde AV = Ax;Ax,Ax, representa un volumen de control alrededor del nodo
7 =0j1»j2,j3), como se muestra en la lamina 3.1.

La norma euclidiana continua o norma L, se define como:
2

o), 2D, fluetta)av i
k=1 p
donde dV = dxlﬁzdx:i "

Las definiciones anteriores de normas estan inspiradas en las correspondientes
normas matriciales (Milne, 1980).

Como se puede observar, la norma ¢, es una aproximacion de la norma L, y
ambas coinciden en el limite cuando Ax;,Ax, y Ax; —»0 (en el sentido de
Riemann). T

ey
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ey

X2

X1

Lamina 3.1. Delimitacién del volumen de control de la norma £, (en donde la posicién espacial
de los puntos (1,2,.. ,6) son: 1=x; +Ax), 2=x5+A4Ax5, 3=x3+4x;, 4=x;-Ax,,
S=x9~Axy, 6 =x3 —Ax3; ademds e;,e, y €3 son vectores unitarios en la direcciéon x;,.x,
y X3 respectivamente). )

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

3.2.1. Discretizacion

La forma general de una aproximacién en diferencias del problema (3.1.1) que
involucra dos niveles de tiempo, se puede escribir como:

B], Un+1 = Bo Un + Fn (328)
donde B, y B, son operadores discretos que toman la forma de matrices y F"
es un vector que incluye los datos provenientes de los términos no homogéneos
del operador diferencial N(u), y de los datos que se originan de los valores en la
frontera.

Suponiendo que exista el operador inverso de B;, B;', entonces la ecuacién
(3.2.8) se puede escribir como: '

U?’H-I = Bil[BO Un + Fn] (329}

Haciendo un escalamiento de la ecuacién anterior, asumiendo que el resultado
representa la ecuacion diferencial en el limite, y considerando que B, = O{l/At),

entonces
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du
—~N)
B, u™! - [Bo u” + F”]—) ot ; para At,Ax),Axy, Axz >0 (3.2.10)

condicion de frontera

Para ilustrar lo anterior, considérese la ecuacioén de adveccién pura siguiente:
dc de

+u-0
at | ox (3-2.11)

donde c=c{x,t) es la concentracién de un contaminante y U la velocidad de

transporte, que en este caso se supondra constante. Considérese también la
siguiente aproximaciéon en diferencias, donde la variable discreta se denota

como C%, siendo C} = c(jAx,nAt):
cntl _on
j P Y5 on (3.2.12)
At 28x 77
donde §,c(x,t)= c{x - Ax,t)-c(x + Ax,t) es el operador espacial de diferencias
centradas.

Entonces,
1 1 u

B,=—I , By=——-—"_3
17 A 07 At 2Ax *

(_:_londe »I . r'epr'esenta la matriz identidad.

(3.2.13)

ey -.Como se‘ p'uede vcr en este caso la matriz B, es un operador bien condicionado

“énlel. sentido’ de que existe una constante C; tal que ll Bflu<C1At (en este

analisis es indistinto qué tipo de norma se esté usando).

3.2.2. Consistencia, orden de aproximacién y convergencia

En este apartado se hari referencia a todas las operaciones limite o condiciones
asintéticas asociadas con el refinamiento de la malla. Supdngase que se han
seleccionado los intervalos de discretizacién At,Ax;,Ax, v Ax;. Entonces, sea

h = méx(Ax;,Ax,,Ax;) v para la determinacién de la consistencia o convergencia
es un requisito indispensable que At —» 0 y que esto suceda a una determinada
razon h. A esto se le denomina “sendero de refinamiento” y puede ser denotado
por At/f(h)=constante {Smith, 1985). Por ejemplo, en problemas parabdlicos
comunmente sucede que Atf= O(hz), por lo que f(h)=h? y, en problemas
hiperbélicos que at=0(r). El sendero de refinamiento también se puede
representar como At(h) y su limite, como At(h)—> 0, que equivale a At—>0 y
h - 0 a tasas apropiadas.
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El error de truncado se define, en términos de la solucién exacta u (Morton v

Mayers, 1994) como:
T" =B,u™" [Bou +F"‘] (3-2.14)

vy la consistencia de un esquema en diferencias (3.2.8) para el problema (3.1.1)-
(3.1.3) se satisface cuando:
T/ -0 para Atlh)—»>0 VY jedg

donde 7} es un elemento cualquiera de T", correspondiente al nodo j.

(3.2.15)

Esta condicién debe darse para toda solucién de u, que sea suficientemente
suave del problema (3.11})-(3.1.3). A lo anterior se puede agregar que la
condicion (3.2.15) incluye la consistencia de las condiciones de frontera a
través de la eliminacién de los valores en la frontera de U en la definicién de
B,y B;.

Sean p y g enteros mayores o iguales a uno. Si se tiene que para cualquier
elemento Ty ; de T}
\lej | < C(At)? +C, he cuando Ath)>0 VY jedg,Vk

entonces se¢ dice que el esquema tiene un orden de aproximacion p para At y
g para Ax, o el p-ésimo orden de aproximacién para At y el g-ésimo orden de
aproximacion para Ax. En la expresién (3.2.16), C,v C, representan constantes
positivas.

(32.16)

Por otra parte, el concepto de convergencia presupone que el sistema {3.1.1)-
(3.1.3) esta bien planteado. Entonces se dice que la ecuacién (3.2.8) provee una
aproximacién convergente de (3.1.1)-(3.1.3) bajo la norma || si

” Ut -u" H -0 cuando At(h) >0, nAt->te(0,tz) (3.2.17)

para cada u® del problema bien planteado (3.1.1)-(3.1.3). En este contexto se
puede hacer uso de cualquier norma, como las definidas con anterioridad por
las ecuaciones (3.2.4) v (3.2.6).

3.2.3. Andlisis de estabilidad

Sean V* y W" dos soluciones de la ecuacién (3.2.8) que respectivamente

corresponden a valores iniciales V°y W°. Entonces se dice que el esquema en
diferencias (3.2.11) es estable dado un refinamiento de la malla At(h) y bajo la

norma |-| si existe una constante C tal que:
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(3.2.18)

lvr -wr|<c|ve-w°| |, nats<t;, K>0
la constante C tiene que ser independiente de V°y W°(Morton y Mayers,1994).

Hasta la fecha no se han propuesto metodologias generales para analizar la
estabilidad de aproximaciones discretas de problemas de evolucién no lineales
como el planteado de (3.1.1)-(3.1.3). En vista de lo ello, en este trabajo se
propone un procedimiento que permite tomar en cuenta los efectos no lineales
dominantes, no sélo en la estabilidad de aproximaciones discretas, sino en
otras propiedades de propagacion. El marco tedrico general de dicho
procedimiento se presenta en las siguientes secciones.

3.3. Propagacion de perturbaciones

En este trabajo se entiende por propiedades de propagacion de ecuaciones
diferenciales y ecuaciones en diferencias, no sélo su estabilidad, sino también
la forma en que se transmiten las amplitudes y fases de sus scluciones. Las
propiedades de propagacién también incluyen la convergencia de esquemas
iterativos para la solucién de problemas algebraicos no lineales.

La metodologia propuesta se compone por un estudio de propagaciéon de
perturbaciones alrededor de soluciones de referencia mas un analisis de
escalas multiples y de localizacién. La propuesta metodoldgica del estudio de
propagacién de perturbaciones es la contribucién principal de este trabajo y
permite capturar los efectos no lineales dominantes, al construir ecuaciones
lineales en las perturbaciones con dependencia paramétrica no lineal de
soluciones de referencia. A estas ecuaciones se les practica un analisis de
localizacion y de escalas multiples. El resultado final de la aplicacién de la
metodologia es la transformacién del problema no lineal original en un
problema de valor inicial puro y de coeficientes constantes, que incorporan en
forma local los efectos no lineales dominantes.

3.3 1. Derivada de Fréchet

Definicién 3.1 (Derivada de Fréchet). Sea M=(M,M,, -,Mg)’ un operador
vectorial no lineal (que puede tener naturaleza diferencial, algebraica u otras).
Si se cumple que:

M(u+s)—M(u)= M'(u)os+e1(u;s) {3.3.1)
donde u = (uy,up,,uy 'y s =0(s1,55,,5y) representan vectores de funciones, el
simbolo "+" se lee “aplicado a”, y ademas se cumple que
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lems)]

Lt i I (3.3.2)
fscl>0 | s |

Se dice que el operador M'(u) es la derivada de Fréchet de M en w. (Milne,
1980).

La definicién anterior implica que M'(u) es un operador lineal. En la practica el
calculo de la derivada de Fréchet se hace de la siguiente manera:

M(u)-s =5, M(u) s, (3.3.3)
en donde se sobreentiende la convencién de suma de Einstein (Panton, 1984).

La definicion 3.1 se puede aplicar en forma recursiva para definir derivadas de
Fréchet de orden superior. En efecto, identificando con aukM(’)(u) r-ésima
derivada de Fréchet de M en u, se tiene que:
MO +5)-MED (@) =MO(u)o s + e, (u; 5) s34
siempre y cuando
e

LA S (3.3.5)
Isci>o ||

3.3.2. Expansiones en serie de Frechét-Taylor

Con base en la definicién 3.1 y la ecuacion (3.3.4) es posible generalizar el
concepto de expansiones en serie de Taylor a operadores, lo cual resulta en la
denominadas expansiones en serie de Fréchet-Taylor. Empleando la notacién

utilizada anteriormente, la expansién en serie de Fréchet-Taylor de M(u +s) se
escribe como sigue (Milne, 1980):

M(u+s)=M(u)+M'(u)os+%EM”(u)os2 ‘-

R
+ L|\:I|(R’)(u)cv sM +o{ ( g“ Sp, | J } ©:30)
M n=1

El calculo practico de los términos que involucran derivadas de Fréchet de
diversos érdenes en la expresién anterior se efecttia como sigue:

M(r) (u)° sr = au,quk2 -‘-‘ukrM (u) ‘skl'sk2 o Skr (3”3”7)
donde 1<k <K y para r=12,,R y 1<r<R, y también se ha empleado la
notacién de suma de Einstein.
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Al combinar las expresiones (3.3.6) vy (3.3.7), se puede escribir

M@u+s)= Ejo;%(sk ijr oM(u)+o { ( k)!;“ Sn | JR} (3.3.8)

auk

Como ejemplo. considérese la ecuacion unidimensional de Burgers (Kevorkian y
Cole, 1996).

M{u =—+u————v—-——=0 3.39
es evidente en este caso que:

M(-)= () ()6() ()Eaét')m(-) (3.3.10)

62

donde
(- )3( ) () (3.3.11)

ox 8x2

N()

Como puede observarse, mientras que N( )} es un operador diferencial espacial
no lineal (del tipo que aparece en el problema no lineal (3.1.1)-(3.1.3)), M(-) es

un operador diferencial espacio-temporal no 11nea1 A partir de este punto se
trabajara con M(-).

Sea

w=u+d 8312)
donde u es un valor de referencia y u es una pequeria perturbacién.
Entonces, conforme a la expresiéon (3.3.6), que define la expansién en serie de
Fréchet-Taylor, se puede escribir que

M) = M)+ Mo 5+ of | 1)) 33 13)
Al sustituir la ecuacién (3.3.13) en la ecuacién de Burgers se obtiene:

M(u)=M@)+§E+;Qu;+ﬁ§E_Va_u+ﬁ_gﬁzo (3.3.14)

donde, evidentemente ﬁg%=o( [|z'1”2)=o(||£2”) Por tanto, al comparar la

relacién (3.3.14) con {3.3.13) se deduce que la derivada de Fréchet de M en u
es:

(z a() ~o() ()
M(u)= Swadt )ax v (3.3.15)
gue, como puede observarse es un operador que no sélo es lineal en «, sino
que depende linealmente en u. No obstante esta observacion, en general las
derivadas de Fréchet pueden depender no linealmente de la funcién en la cual
se evalllan, como se ilustra en el siguiente ejemplo. Considérese la ecuacién
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Seno de Gordon, que surge en el contexto de éptica no lineal (Strikwerda,
1989):

u %u
M (U) = -‘a—t'z— - —a;—z“ + SCH(U) =0 (3.3.16)
donde, evidentemente:
2%(1) _2*()
M( E-ézé-w—f«gca-ﬂ+sen(‘)=0 (3317)

Al emplear una descomposicion del tipo (3.3.12) en la ecuacioén seno de Gordon,
se llega a:

M(a)+%:§:—~g;gn+ﬁcos(—)+ o(”u"): (3.3.18)

Comparando la expresién anterior con la ecuacién (3.3.13) se deduce que

M'(u) = () 2 ( )+( )cos(z) (3.3.19)

E2

Como puede observarse, en este caso la derivada de Fréchet opera linealmente
en u, pero depende no linealmente de u.

3.3.3. Escalas multiples y localizacion

Considérese de nuevo la ecuaciéon de evolucion (3.1.1), escrita ahora en la
forma:

M(u)-——N(u):O en Qx[o,tf] (3.3.20)

en donde se supone que 1a ecuacién anterior ha sido escrita en términos
adimensionales y que, por lo tanto, M(u) es de O(1).

Exprésese la solucién u en la forma siguiente:

U=u+u (3.3.21)
donde u representa una soluciéon de referencia de (3.3.20), esto es
M(z)=0 (3.3.22)
y u representa una pequefia perturbacion a dicha solucién, de modo que
(3.3.23)

“ Un " > | i, | ;Vn
para cualquier norma apropiadamente definida. En las expresiones anteriores
se supone que u, =0(1) y, por tanto, u, =0(1) Vn.
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Sustituyendo (3.3.21) en (3.3.20), vy aplicando una expansion en serie de
Fréchet-Taylor al resultado, se obtiene:

— . . N
M(u+ﬁ)=M(u)ou+o(21"un||J=0 (3.3.24)
fre
en donde se ha empleado la ecuacién (3.3.22}.

Como consecuencia de la definicion 3.1 de la derivada de Fréchet, es posible
afirmar que:

M(a)=0(1) (3-3.25)
Siendo consecuentes con la expresion (3.3.23), supongamos ahora que:
Ze —0@) vk (3.3.26)
Uk
en donde ¢ es un parametro arbitrario que satisface
g <<l (3.3.27)

K
Entonces, dado que el término o(z |, ﬂ] en la expansion (3.3.24) es
k=1

. K . ‘s .
cuadrético en Y |4, |, la ecuacién (3.3.24) puede ser escrita como:
k=1

M(u )o@ [1+0(c)]=0 (3.3.28)

Con ¢l objeto de abordar la ecuacion anterior, que gobierna la dinamica de las
perturbaciones contenidas en el vector u, considérese la siguiente expresién
perturbatoria:

=@ eq®y . (3.3.29)

donde %™ =0(c) Vkm

Recordando la arbitrariedad de & y sustituyendo la expansion anterior en
(3.3.28), se obtiene la siguiente ecuacidén, que rige el comportamiento de la
aproximacién de orden cero (término dominante) a u:

M{u)ed©® =0 (3.3.30)

Como puede observarse, la ecuacion anterior es lineal en ii(o), aunque de
coeficientes variables, debido a la dependencia paramétrica de M' con respecto
au.

Considérense ahora las siguientes variables espaciales y de tiempo
X; = &(x; - %o,

T=¢(t-ty)

(33.31)
(3.3.32)
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& =(o; ~ x0; ) (3.3.33)
=(t-ty) . (3.3.34)

T
donde se supone que |&|=0(1) y 1=0(1) y (xo:,to ) €s un punto fijo en la

regién espacio temporal Qx [ 0,ty ] :

En el lenguaje del método de escalas muiltiples (Kevorkian y Cole, 1996), a X; y
T se les denomina “variables lentas”, mientras que a &; v © “variables rapidas”.

Introduzcamos ahora la siguiente hipétesis fundamental de este trabajo:

Hipétesis 3.1 (Separaciéon de Escalas). Se supondrd que las variables
dependientes que operan en la ecuacion de evolucion (3.3.20) pueden
descomponerse conforme a la expresién (3.3.21} (en la que estda implicita la
satisfaccion de (3.3.23)), donde la solucién de referencia u y la perturbacién u

sattsfacen las siguientes relaciones:
: u=u(XT) (3.3.35)

y
i =i (&,1) (3.3.36)

las expresiones anteriores implican que la solucién de referencia depende solo de
las variables lentas, y la perturbacién sélo de las variables rapidas. Esto
equivale a suponer que existe una separacién de escalas en la variable
dependiente u . .

La validez de la hipdtesis anterior se comprobara a lo largo del presente
estudio.

La hipétesis de separacion de escalas se fundamenta en la observacién de la
respuesta de sistemas fisicos y computacionales a la presencia de pequefias
perturbaciones, dado que los rasgos dominantes de sus propiedades de
propagacién (particularmente la estabilidad) se puede explicar a través del
andlisis local de la dinamica de las perturbaciones.

En efecto, considérense ahora las siguientes expresiones en serie de Taylor
alrededor de un punto fijo (in,tO ):
aﬁk E&; 8% uk . 12 8% Uk

— — 8uk

urt x; ,t )= uklxg;,t )+&; + — (3.3.37)
(x:,t) ( 0¢ ) ' xi ot T2 dx;0x; 21 pt?

N . | o, of, &&; 0%, 1° 8%l

T2, ) =t xoi 1 )+ & axk + 1k g 22 LA (3.3.38)

+
ot 26 ox;0x; 21 ot?

i

51



Propiedades de Propagacién de Esquemas Numéricos para la
Foar Simulacién de Flujos a Superficie Libre
—— ——— - —————

Pero, conforme a la hipétesis 3.1 de separacioén de escalas (ecuaciones 3.3.35 y
3.3.36):

duk _0uk 0X; _ Ouk, _ Ouk
dx; 00X, dx; aX}l‘ 89X, (3.3.39)
aak _ aak _6_T- “Saak
at 8T 8t T (3.3.40)
donde 3;; representa la delta de Kronecker y
duk ]
=0{1
e -o()
YV bk (3.3.41)
Quk
e = O 1
S =o() |

De acuerdo con (3.3.39)-(3.3.41), la expansién de la solucién de referencia u

toma la forma:
ur(x;,t Y =uro[1+0(2)] (3.3.42)
donde

ok = uk(x0;,t) (5:349)

Por tanto, si se desea hacer un analisis en la vecindad del punto fijo
(xm,to ), es posible localizar la solucion de referencia u . '

En contraste con lo anterior:

oth, _ 0l 8% _ 0l 5 _ BTk (3.3.44)
ox; 0% ox; 0% ' 0
Uy, 0y 81 _ iy (3.3.45)

ot gt O0x; O

Sustituyendo (3.3.44) y (3.3.45) en la expansién de la perturbaciéon a (3.3.38):
R - (3.3.46)
uk(xi N ) =U [1 +O(1)]

por lo que la dinamica de la perturbacién u# no se puede localizar en la
vecindad del punto fijo (xm,to )

En términos{ fisicos, lo anterior equivale a tomar el punto de vista de un
observador sensible a escalas conmensurables con los desplazamientos &; v ¢
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alrededor del punto fijo (in,to ) Dicho observador no percibe los cambios en la
solucién de referencia u, por lo que, en una primera aproximacién, dicha
solucién puede “congelarse” en el valor que adopta en (-xo:':to )

Al sustituir (3.3.42) en (3.3.30), y despreciando términos de O(¢), se obtiene:
M’(Eo )o a%® -0 | (3.3.47)

Como puede observarse, la ecuaciéon anterior no es sélo lineal en #© sino
también de coeficientes constantes.

El planteamiento de la ecuacién (3.3.20) presupone que el dominio espacial Q
se define de tal manera que

X;=s(x;-xp;) =0(1) para xedQ (3.3.48)
Por tanto:
“ (x: - x0:) =O(s'1) | ' (3.3.49)
vy cuando ge— 0F
(3.3.50)

]xi—x05|—>oo

Este resultado permite tratar (3.3.47) como un problema de valor inicial puro,
en términos fisicos, esto implica que el observador sensible a las escalas
rapidas de variacién rapida percibe la frontera 8Q en el infinito.

Para facilitar la presentacion de las secciones posteriores, sea ahora

M'(0 ) = %(-t:—)-'-(') (3.3.51)

donde L(-) es un operador espacial lineal de coeficientes constantes. Por tanto,
a partir de este punto se consideraran problemas de valor inicial puro de la
forma

5} .
"é—t!'l— = L(‘U) cn X E('- 00,00) Y1 (3352)
u(x,0)=uylx)  xe(-0,0) Vi (3.3.53)

Retomando el ejemplo de la ecuacién de Burgers (3.3.14), teniendo en cuenta
que || u “ >> [ @ | y que se cumplen (3.3.26) y (3.3.27). La ecuacién (3.3.15) se

puede escribir como:

F U U = Y s (3 3.54)
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Tomando una solucién que gobierna la dinamica de la perturbaciones del tipo
definido en (3.3.29), y reconociendo la arbitrariedad de &, se tiene que:

-\ (0 _ 559 ” 25(0)
M’(u )oii(o) = ou +u6u -+ﬁ(0)a—u-va u

(3.3.55)
ot dx ax ox?

Considérense la siguientes variables espaciales y de tiempo alrededor de un
punto fijo {xg,ty ) en la regién temporal Q x [0, ty ]

X =e(x-x) (3.3.56)
T=e(t-t5) (©3.57)
£ =(x-xo ) (3.3.58)

e=(t-1t5) (3.3.59)

donde || =0{1) y 1=0(1).

Aplicando la hipétesis 3.1 de separacién de escalas, donde u=u(X,T) y
% = i(&,1); aplicando a su vez las expansiones en serie de Taylor alrededor del

punto fijo en el espacio (xg,f;), v aplicando ademas la consideracién de
localizacién (3.3.42) vy (3.3.46) sobre este punto fijo, entonces la ecuacién
localizada de (3.3.55) es:

- ~(0) _ a5(0) 27;(0) |
M{wo )oa® = 3”7 10 a‘;x —v aa“ =0 (3.3 60)
X

La expresion anterior ha sido localizada alrededor del punto fijo
(x,5 ), entonces el dominio espacial en este caso es xe(-w,©), como se

desarrollé en (3.3.49} y (3.3.50). Entonces la ecuacién que define la propagacién
de perturbaciones (3.3.60) es de coeficientes constantes y valor inicial puro.

Debe aclararse que la metodologia presentada es también aplicable a casos en
los que M(.) representa un vector discreto que surge de la aproximacioén de un
operador vectorial diferencial. En ese caso, se puede aplicar el procedimiento
explicado hasta la obtencién de la ecuacién (3.3.30), que es lineal en #. A esta
ecuacion se le puede aplicar el enfoque de la ecuacidén modificada (Warming y
Hyett, 1974), a fin de establecer cuales son los términos dominantes, por medio
del empleo de la hipdtesis 3.1 de separacion de escalas. Esto permite localizar
la ecuacion (3.3.30) y obtener una ecuacion del tipo (3.3.47). La explicacién de
este procedimiento se ilustrara en capitulos posteriores.
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3.4. Problemas lineales de valor inicial

Con base en la discusién anterior, a partir de este punto y hasta la conclusién
del presente capitulo, se consideraran problemas lineales de valor inicial puros
como el planteado en las ecuaciones (3.3.52) y (3.3.53)

Sea entonces U} una aproximacion discreta a u(jjAx;, joAxy, jsdxs,nat) y U™ el

vector definido por la expresion (3.2.3). Entonces, la ecuacién (3.2.8)
representara ahora una aproximacion discreta de la ecuacién (3.3.53), los
operadores B; v B, seran lineales debido a la ausencia de términos no

homogéneos en la ecuacién (3.3.52), y a que no existe influencia alguna de la
condiciones de frontera F" =0. Por tanto, la ecuacién (3.2.8) adopta la forma:
Bl Un+1 = BO Un (34 1)

En este caso se supondra que existe el operador inverso B;! tal que U™! puede
expresarse como: :
Un-l-l = BilBO Un (342)

También se supondra que B; es una matriz uniformemente bien condicionada,
en el sentido de que existe una constante C; tal que
|8 < ciat
independientemente de que el orden de B, se incrementa conforme At(h) se
hace mas pequefio y, en el limite, At(h)—> 0. A partir de este punto se
considerara que |- | =] - |

(3.4.3)

o

Debido a que se estd trabajando con un sistema lineal, la condicién de
estabilidad (3.2.18) se puede escribir como:

o,

<C , nAt<iz (3.4.9)

En esta parte es conveniente revisar los requisitos que deben ser satisfechos
por un problema bien planteado. Se dice que el problema (3.3.52) y (3.3.53)
esta bien planteado segiin Hadamard (Drolet y Gray 1986) si:

i ) La solucién existe.
ii ) La solucién es unica.
iii) La solucién depende en forma continua de los datos complementarios

(condiciones iniciales y parametros).

Se puede demostrar que una condicion necesaria para que el problema (3.3.52)
y (3.3.53) esté bien planteado es que su solucién sea estable {Drolet y Gray,
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1988), esto es, que exista una constante C', tal que para cualquier par de
soluciones u y w (correspondiente a condiciones iniciales u#°® y w?,
respectivamente) se cumpla que:

||u” -w" l! sC
donde || representa una norma continua dada por las expresiones (3.2.5) y
(3.2.7).

WO wd|  tstp 349

La teoria de estabilidad de problemas discretos fue desarrollada por Lax en
1953; su principal resultado se enuncia a continuacién (Smith, 1985; Ames,
1992; Morton y Mayers, 1994):

Teorema 3.1 (Teorema de equivalencia de Lax). Teniendo una aproximacion
consistente de diferencias de un problema de evolucién lineal bien planteado, el
cual puede ser resuelto en el sentido de las ecuaciones (3.2.52) y (3.2.53), la
estabilidad del esquema es necesaria y suficiente para tener convergencia.

Demostracién (de suficiencia): Extrayendo la ecuaciéon (3.2.14) de (3.2.8), se
tiene

Bl(Un+1 _ un+1)___ B, (U-n _ un)__ T _ (3.4.6)
0 también
Untl gt o (Bleo)(Un _ un)__ BIlT" (3.4.7)
Asumiendo que U° = u°, se tiene que:
para n =0 Ul -yl = (3{130)([,0 ~ uo)_ B-lT0 - _B;lT0 (3.4.8)
para n =1 U2 -u? = (BB, U - u!)- By T
= -(35130)3;11'0 -BiT! (3.4.9)
para n =2 Ud -u® = (B{'B, lU? - u?)- By 12

- _[(B;IBO)QB;ITO + (878, )BT + BIITQ] (3.4.10)

y para nentero arbitrario
U" — o ( -1 T‘l —1m0 ( -1 )“2 gt ( -1 ) 1pn-2 , m-lpn-1
- =~ BI BO Bl T + Bl Bo 1 B R N Bl BO B]_ T +Bl T (3411)

Empleando las relaciones (3.4.3) y (3.4.4} en (3.4.11) se puede construir la
siguiente desigualdad:

|B:'B0) ™87 |<| BiBo) " | |1 | < K Ky 61
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Para tener convergencia se debe cumplir que ﬂ vt -u" lj -0 cuando At(r)- 0.
Entonces, de la ecuacién {3.4.11), se puede escribir que:
H U -u™ ” = “ Bi'lTn'—1 + (BIIBO )BI]‘T"L“2 o +(BIIBO rﬂl BIITO“ (3.4.13)

Empleando la desigualdad del triangulo:
el Y s e e ey

s 87| 7o |Bmo o [ 7+ | (BB 5| 7]

(3.4.14)
Aplicando la relacién {3.4.12) en (3.4.12), se llega a
- Jur-ur|s kB T - K KA T4 4 KR 01 T
n-1
<KKatY |T"| Ba15

m=0

Entonces, dado que para una aproximacién consistente 7" — 0 para At(h)-— 0
de acuerdo con la ecuacion (3.4.15), la convergencia resulta de la estabilidad
del esquema numeérico. La demostracién de la necesidad de la estabilidad para
garantizar la convergencia se puede consultar en Richtmyer y Morton (1967).

De tal modo, para cualquier esquema para el que sea sencillo establecer la
consistencia, sdlo es necesario establecer su estabilidad para garantizar su
convergencia. Es usual que la consistencia se logre para cualquier secuencia
At—>0, h—0. No obstante, existen algunos casos en que hay que tener
cuidado. Por ejemplo, el esquema de Dufort-Frankel (Morton y Mayers, 1994),
que aplicado a la ecuacién adimensional de calor en una dimensién resulta en:
U}L+1 —U;-l_l ) }1+1 _U;_Hl _U;z—l +U_?_1

A — (3.4.16)

Este esquema tiene la ventaja de ser explicito y, sin embargo, es
incondicionalmente estable. El error de truncado esta dado por '

2 2 .2 ) 2
T=@-—2—3+(£) AL At2+Ax2+(~A£J (3.4.17)
ot ax? \Ax) at? Ax

Este esquema es consistente con la ecuacion de calor sélo si At = O(sz)., Como

resultado, se tiene que la condicién de consistencia, a medida que se realiza un
refinamiento de la malla, es la que define la condicién de convergencia, en vez
de que ésta sea definida solamente por la condicién de estabilidad.
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Tal resultado enfatiza que el teorema de equivalencia de Lax involucra no
solamente la norma seleccionada para definir la estabilidad y la convergencia,
sino también el refinamiento de la malla empleado.

3.4.1. Andlisis de Fourier de problemas continuos de ﬁalor inicial

La forma mas general del sisterna de ecuaciones lineales y de coeficientes
constantes (3.3.52), puede ser escrita como {Champeney, 1987):

Ortq -fzam dply 5 q=12,-,0 (3.4.18)

r=1 peP,
donde 3,(-)=8(-)ot representa el nimero de ecuaciones diferenciales que
constituyen el sistema (3.4.18) (y, obviamente, de incognitas u,); p = (py, pa, ps)

representa el multindice; P, = {(pl, P2, 03) | OS pi+po+ps < R} , donde R es el

maximo orden de las derivadas espaciales presentes en (3.4.18); «,, ,, para
g=12,-,Q, r=12,,Q y peP, son coeficientes constantes, vy
0,(-)= aP“PQ”'P"’( )/6xp‘8x226x3 .

De acuerdo con la expresion (3.3.52), el sistema (3.4.18) esta sujeto a los

valores iniciales

[0 =ud{x) ; xeq, (3.4.19)

u
donde xef(x;,%3,%3) V Qu=(-0,0)x(-0,0)x{-0,0) representa el espacio
infinito.

Suponiendo que u, sea absoluta o cuadraticamente integrable, Vg poseera una

representacion integral de Fourier de la forma (anexo B):

1 " -
u (x,t) = Iu (k,t)e‘ k-x dk 3.4.20
q (21:)3,’2 a q ( }

donde dk = digdkydks; [, ()= [0 [0 [0 ()diqdkydks 3 k= (ky, Ky, k) es el vector
de nameros de onda, y i,(k,t) esta dada por:

g (k,t) = J{q(xt)} 5

donde dx = dx;dx,dx;. Las expresiones (3.‘4..20) v (3.4.21) representan un par
continuo de Fourier.

)3/2 I a(xt)e'* = dx (34.21)
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Consideremos ahora una solucién particular del sistema (3.4.18), para k ﬁ_]O
pero arbitrario, de la forma:

(g), (6 8) =(@,) (e,)e™ * 5 g=12-,0 (3.4.22)

Dado que (3 4.22) satisface (3.4.18), es posible escribir
i Z gy plik )P (k)2 (i) @), 5 g=12,Q (3.4.23)

r=1 OLp+pa+pPysk
Dado que k es fijo, el sistema (3.4.23) puede ser tratado como uno de
ecuaciones diferenciales homogéneas, haciendo (Wylie, 1994):

), (o) = (@) ) et o® ; g=12.-0

donde o representa una frecuencia {en general compleja)} y (ﬂg )s el valor inicial
de (uq)‘S .

Substltuyendo (3.4.24) en (3.4. 23) se obtiene:

(3.4.24)

iﬁqr (k,0) @), ()=0 ; g=12,-,0 (3.4.25)
donde
3
By ke, 0) = Zaq,,pH(ik,)P "riod,, ; g=12,-,0Q (3.4.26)
peF, i=1

Sea B= [Bq,} una matriz cuadrada de orden Q y @2 un vector de orden Q,
entonces la expresién (3.4.25) se puede escribir en notacién vectonal como

sigue:
Bal =0 (3.4.27)

La ecuacion (3.4.27) representa un sistema algebraico lineal y homogéneo, que
tiene solucién distinta a la trivial siy sélo si
PO = det(B)=0 (3.4.28)

donde PC(Q) es un polinomio de grado Q en o, por lo que (3.4.28) es una
ecuacion polinomial de grado Q en o. Sean o, (k) 0, (k) -, 04(k) las raices de la

ecuacién (3.4.28), respectivamente correspondientes a @f,a3, 3. Habida
cuenta de lo anterior, y sustituyendo (3.4.24) en (3.4.22) (con o = o), se obtiene
la siguiente expresién para la s-ésima solucién particular del sistema (3.4.18)

por k fijo:
uy) () = (ﬂé)f ) gill x - ou(k] (3 4.29)

59



Propiedades de Propagacién de Esquemas Numéricos para la
Simulacion de Flujos a Superficie Libre

Dado que (3.4.18) es lineal y homogéneo, la superposicion de soluciones
particulares del tipo (3.4.29) también sera solucion de {3.4.18}, esto es:

iy, 1) = fj ),(x6,1)

_ i f‘«?)i eilex-atXl . 4 12 .0 6.4.30)
s=1

La solucion general de (3.4.18) puede construirse superponiendo las soluciones
del tipo (3.4.30) para todo k, del modo siguiente:

uq(x,t)_«(m)ﬁ j ug (%, k) dk

Ii ) g)elex-o®d g s g-12..,0 (3.4.31)

(2 )3/2 J5

La expresién (3.4.31) adopta la forma siguiente para ¢t =0:

o(x 3/2 J.i uq (%) ””dk ; g=12,-,Q . (3.4.32)
( ) Qws =1

por lo que, en vista de (3.4.20) y (3..4‘.21), es evidente que

i( 0), )= S ()} = )3/2 Ig(x)e““‘dx L g=12,0 (3433

s=1

oe

Como det{B)=0, una ecuacién en cada uno de los sistemas (3.4.27) (para
s=12,--,0) debe ser eliminada. Esto hace que permanezcan Q?-Q ecuaciones
en las Q? incognitas (ﬁg)l,(ﬂ‘))z,w---,(&g )Q; g=12,-,Q. La expresién (3.4.33) suple
las Q ecuaciones faltantes, que ademas son inhomogéneas, lo cual permite la

solucion del probiema de valor inicial planteado para las ecuaciones (3.4.18) y
(3.4.19).

Retomando el problema de la ecuacidén de Bourges (3.3.60), y dado que esta
ecuacién es un problema bien planteado con coeficientes constantes de valor

inicial puro:
ou  ou_ 8%u

huilad ;. xe{-0,0 3.4.34
PR Y Pl (- o0, ) (3.4.34)

sujeta a la condicién inicial u(x,0)= f(x), en donde T] f(x)]dx < . Sustituyendo

-

la ecuacion (3.4.30} en (3.4.34) para obtener una solucidén en serie Fourier para
un numero de onda arbitrario :
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® = ofk) = uy k—-ivk? (3.4.35)
la ecuacién anterior constituye la relacion de dispersion del sistema continuo
(3.4.34). :

La solucién de la ecuacién (3.4.34) particular para un ntmero de onda
arbitrario k se obtiene substituyendo en ésta la relacién de dispersion (3.4.35).

Entonces:

u,(x, k) = dlk)e v K telEr-kitl (3.4 36)

Como la solucién anterior es para un numero onda k arbitrario, entonces la
solucién general se construye aplicando el principio de superposicion, de forma
qgue:

u(x,t)= 7—;—; ju (k)e vFteilx-kuot] gy (3.4.37)

Por otra parte, para satisfacer la condicién inicial del problema (3.4.34), se debe
cumplir que

1 Tery i
u(x,0)= — |a(k)e** dx = f(x (3.4.38)
(60)= 75 [ ax= 1)
lo que implica que se tenga la siguiente transformacién:

)= 7= 3{f)= [£l)e>ax 8.439)

Con base en lo anterior, la solucién {3.4.37) adopta la forma

ult)= o [FleFrelxkiot g (3.4.40)

En (3.4.40) es importante notar que el comportamiento de la funcién en la
condicion inicial es esencial para tener una solucidén adecuada del problema
(3.4.34). Por otra pairte, en la ecuacion (34.40) se tienen problemas de
convergencia en la solucion de la integral, en el caso de tener un valor de v<0.
Esto es debido a que se estaria integrando una funcién mal portada. A este
problema se le conoce como condicion de estabilidad de la ecuacién (3.4.34).
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3.4.2. Andlisis de Fourier de problemas discretos de valor inicial

El sistema (3.4.1) es lineal y de coeficientes constantes y, dado que ha surgido
de las discretizacién de un sistema de ecuaciones de evolucién, puede ser
escrito en la forma siguiente:

i 2 %arsUrshe =i D by Ul 5 a=12-,0Q (3 4.41)

r=1 pePp, r=1 pePp

donde p =(p,, ps, p3) representa un muiltiindice de desplazamiento alrededor de
un nodo tipico j=(j;,jsj3); Pp, la regién del espacio discreto infinito
involucrada en la discretizacién de los operadores diferenciales presentes en la
ecuacion (3.3.52) (lamina 3.1); Ur,,,, una aproximacién discreta a
ur(jIAxl:j2Ax2:j3Ax3’nAt) para r=12,,Q; Y GQurp y bqr,p’ para g=12,-,0Q,
r=12,,Q, pePp, son coeficientes constantes que sélo dependen de los
parametros de discretizacion Ax,;,Ax,,Ax; ¥ At.

En el anexo B se muestra que una funcion discreta, definida sobre una malla
tridimensional trazada en el espacio infinito, posee la siguiente representacién
de Fourier:

ik
e @ )3/2 JU g(k)e" Tk g=12,,0 (3.4.42)
keK ’
donde k= (k,k,,k;) representa el vector de numeros de onda
= [ w/Axy, m/ Ay [x [- m/ Ay, m/Axy |x [ W/ Axg, m/AXS] x; = {(18xy, j2A%3, j3Ax3),

/A%, f/% .[“/Axs (-)akydicpdks v , finalmente, Ug (k)

dk = dk, dk, dks , I \- dk=1
1 ey dhes keK() wfax, donfax, dujaxs

es la transformada semidiscreta de Fourier de Uy ;, definida por:

" AxiAx,Ax -ik
UnMK) = 1 3/2 3 e x (34 43)

jeZ

o0 o o
donde ke K, Z es el conjunto de niimeros enteros y Z()s Z Z Z()
723 J1=—0 ja=—o0 Jy=-0

Las expresiones (3.4.42) y {3.4.43) constituyen un par semidiscreto de Fourier.

El sistema de ecuaciones de diferencias (3.4.41) esta sujetd a valores iniciales -
Uo Ug; para g=12,,0, je23 dados por el muestreo discreto de los valores

iniciales corrgspondwntes al problema continuo, esto es:

Ugj = uglj1xy, johxs, j3Ax3,0) (3.4.44)
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Procédase ahora a buscar una solucién particular del sistema (3.4.41).
Identifiquese dicha solucién como ( Py j)s y empléese una representacion de

Fourier del tipo {3.4.42) para la misma:

1 - e
(Ufz".f)s =T I(Ug)s(k)e‘kx’dk ; g=12,-,0 (3.4.45)
(27[) keK

donde (Z};‘)s (k) representa la transformada semidiscreta de Fourier de (Ug, ; )s .

Dado que ( af )s es una solucion del sistema (3.4.41), se puede escribir que:
.[ i Z[aqr,p(ﬁpﬂ)s(k)eikxp ~bgr,p (ﬁ? )s ()e'™ > ]} e**2dk =0 (3.4.46)

kekK {r=1 peP;

_ > q=1:23"""’Q
donde x, =(pjAx;, ppdxy, psAxs) y el intercambio de la integral con las

sumatorias se justifica rigurosamente, en vista de la finitud de éstas vy de la
compacidad del soporte de aquélla.

Ahora bien, tanto la ecuacion discreta (3.4.41) como la r‘epr'eseritacién integral
(3.4.45) son validas para cualquier terna de parametros de discretizacion
espacial {Ax;,Ax,,Ax;). Esto confiere al soporte compacto K de la integral, que

aparece en {3.4.46) con un caracter arbitrario. Entonces, dado que dicha
integral es nula, se concluye que su integrando debe anularse, lo cual implica

que
i Z [aqr,p(ﬁfﬂ)s (k)eik - byr,p (U;z )s(k)eik xp]z 0 ; g=12,,0Q (3.4.47)
r=1 peP,

ik : . .
ya que e ? 0. El resultado anterior es una expresion del conocido hecho de
que los modos de Fourier no interactian en sistemas lineales de coeficientes
constantes.

La expresion (3.4.45) constituye un sistema lineal v de coeficientes constantes
de ecuaciones de diferencias, de primer orden en n. La solucién del mismo se
obtiene escribiendo (Strikwerda, 1989):

donde p=p(k) se denomina factor de amplificacién. Sustituyendo (3.4.48) en
(3.4.47) resulta que:

ﬁ: 2 baro plic)e™ ** ~ by pe™ [em1) =0 5 q=12--0 (3.4.49)

r=1 pePp

(3.4.48)
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La ecuacion (3.4.49) también puede ser escrita como:

icqr (ﬁf +1)s(k)"—"0 s g=12,,0 (3.4.50)

r=1
donde

cqr(k) Z L’qr F p(k)ezk e qr pelk xp] 7 4= 1:2’ ""”’Q’ r= 1’2; " ",Q {(3.4.51)
: pePp
Sean C= [cq,,] una matriz cuadrada de orden Q y U} = [(“g)s]Tun vector de

orden Q. Entonces, la expresion {3.4.50) puede ser escrita en forma vectorial

COIoO.

Evidentemente, (3.4.52) representa un sistema algebraico lineal y homogéneo,
que posee soluciones distintas a la trivial si y sblo si el determinante de la
matriz de coeficientes se anula, esto es:

PO (k)] = det(C)=0 (3.4.53)
donde P{@[p] es un polinomio de grado Q en p, por lo que la expresién
(3.4.53) es una ecuacién polinomial de grado Q en p. Sean p;(k),p,(k),,00(k)

las raices de la ecuacion (3.4.53) correspondientes a I}{‘,I}E,‘-w-,t}g . La solucién
general del sistema (3.4.41) puede entonces construirse como sigue:

=05} + 035} 4+ 3,
< [let)02) )+ 030009), )+ -+ 03 0)0F) ) e Mtk 3459

= 15372
(2“) keK
; g= 1:27 " Q
dado que la ecuacién (3.4.48} implica que
~ 0 o
( g)s = pn (Uq )S » qg= 1,2’ " ")Q)S = 1’23 aS (3455)

La ecuacién (3 4.54) adopta la siguiente forma para n=0:
Ugj= @n )3/2 I [09),6)+ ), @)+ -+, @) e ar ; g=12,-0 (ase

La comparacién de la expresion (3.4.56) con el par de Fourier (3.4.42)-(3.4.43)
permite escribir:

(ﬁg)l(k)““(ﬁg)g(k)Jf""“+(I}3)2(k) Axl“iﬁx . e*™ ; q=12,-0Q (3437
ke Z3
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Dado que det(C)=0, una ecuacién de cada uno de los sistemas (3.4.50) o
(3.4.51) con n =0 {para s=12,,Q) debe ser eliminada. Esto da por resultado

Q? - Q ecuaciones en la Q? incégnitas ([73 )1 + (0’2 )2 +o +(l}g )2; q=12,,Q,yla
solucién del problema que se plantea en las ecuaciones (3.4.34) y (3.4.37).

Al comparar (3.4.54) con (3.4.56), es evidente que la condicién

lps|s1 5 s=12,-,Q (3.4.58)

lo cual garantiza que
lo|<|u?| (3.4.59)
donde | | puede representar la norma infinita o la norma euclidiana en sus

versiones discretas.

Al comparar (3.4.59} con (3.2.18) y con W"=W°=0, se concluye que la
condicién (3.4.58), llamada de estabilidad estricta, es suficiente para que la
solucion {3.4.41) y (3.4.44) sea estable.

A manera de ejemplo, se propone elaborar una discretizacion en diferencias
viento arriba a la ecuacién de Bourgues (3.3.34)
Fn+l _fyn T rn = ST
Ujm-up,, UatUF | Ui 207 + UG,
At ° Ax Ax?
sujeta a la condicién inicial U? = f(jax). Sea U=U(x,t) una funcién con
suficiente grado de continuidad de tal manera que:
U=U(jax,nat)=UT =07 VY jn

(3.4.60)

(3.4.61)

Entonces se aplica el método de Fourier al esquema numérico (3.4.60)
proponiendo la aproximacién en serie de Fourier

U,(x.tk)= Oic)eile x-(ic)t] (3.4 .62)
lo cual es una solucion particular del esquema (3.4.60), y desarrollando la
ecuacion anterior

_ Up:,-l = U ,(jax,n At k)= Ulk) il i ax-d(k)n at]

= I}(k)pﬁ eiijx {3.4.63)
donde p} = 8#n4¢ e5 e] factor de amplificacién del k-ésimo modo de Fourier.
Sustituyendo l)a ecuacion (3.4.63) en el esquema en diferencias finitas (3.4.60)

Ao =1) 4 ug ‘ . At (3.4.64)
UE—+U E[cos(kAx)+ isen(kdx)-1]-U V=5 [cos{kax)-1}=0

En el sistema anterior se pueden tener dos soluciones. Entonces obviando la
solucién trivial, se tiene que
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pr =1-C,[cos(kAx)+isen(kAx)~-1]+2 % [cos{kax)~1] (3.4.65)
e

donde C, =ug At/Ax es el niimero de Courant (Abbott, 1979) v P, = uy Ax/v el
numero de Peclet (Fischer, 1981).

Aplicando la condicién de estabilidad |p;|<len (3.4.64) se tiene:

2(—2— - 1} (L~ cos(iax)) |
C < Pe (3.4.66)

r

(2 1}2@05(@@- 1P +{L - cos?(kax))

e
la condiciéon mas critica de estabilidad corresponde para C, ., = rgr): F(kax; P,), la

cual se presenta para la condicién de cos{kdx)=-1, dado que 0 <kAx <=, lo que

implica que kAx = n. Entonces la condicién de estabilidad critica es

1
Cr < [—i__lj (3.4.67)

e

. Aplicar el método de Fourier permite también determinar el grado de
convergencia como esta indicado en el Teorema Equivalente de Lax, asi como la

construcciéon de la ecuacidon modificada. La forma de demostrar el grado de
convergencia se realiza substituyendo p=e™*% en la ecuacién (3.4.64), de
manera que
. 3.4.68
pr =e Y =1y, —AA—t [cos{kax)+ isen(kax)-1]+ 2\;% [cos(kax)-1] ( )
X

Aplicando una expansiéon en serie de Taylor a la parte izquierda vy derecha de la
ecuacion (3.4.67)

' 3.4.
pr = 1-iw,At —%mﬁmz + -;—coﬁAtS +olas®) 8469

1-wuy At [cos(kax)+ i sen(kax)-1]+2v —A% fcos(iax)-1] =
Ax Ax (3.4.70)

1- [uok + % vkﬂAt + é—uoszx at + Opax2at)

donde o, , es la frecuencia numérica, y sustituyendo las expansiones (3.4.69) y

(3.4.70) en 3.4.68), se tiene

W, - L mﬁAt _1 coﬁAt2 + O(At3)= ugk + évk2 + é uOkQAx + O(sz)

2 6

(3.4.71)
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Considerando que la frecuencia o, tiene una solucién perturbatoria del tipo
siguiente:
W, = Wgg + At 0 + Ax ) + At? Wqgp + AtAx wyy + Ax? Wy + 7+

- :—’2- At{ogo + At dyg +Ax gy + A2 @g0 + At Ax ay; +Ax2 gy +f + (3.4.72)

—é—ArQ(woo + At w)g + Ax @g; + At? Woo + At AX 1 + Ax? Doy + )3 H o

Igualando los términos con igual orden de aproximacién entre las ecuaciones
(3.4.71) y (3.4.72), de forma que:

Wop = uok {3.4.73)
i 2
w10 = 7 Uok’ (3.4.74)
_i .2
W1 = 5uok (3.4.75)

De esta manera, la ecuacion de perturbacion (3.4.72) es:

o, = Ugk + %u§k2At+ éuokz‘Ax o (3.4.76)

Por otra parte, sustituyendo las expansiones (3.4.69) v (3.4.70) en (3..4..64), v
desarrollando
—i0,U + iugkl + vk?U = I}{—;— 02At + u0k2Ax(—;: L kAxJ +

6 (3.4.77)

-254- vi*Ax? + O[at?, Atax? )}

Sustituyendo la serie perturbatoria para ®, (3.4.76) en la parte izquierda de
(3.4.77), se tiene:

-1 wnl} + iuokﬁ +vk?0 = ﬁ{—z—ugszt + %uoszx + %148;&::”,&:2 +
' (3.4 78)

%u%ksAt Ax + éuokang + 512 vik*ax? + o{(At +Ax)? ]}

Haciendo uso en la relacién anterior de la antitrarisformada de Fourier
S"l[(ip)"F(p)] = f®)(x), y desarrollando, se tiene -
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oU aU 82U 18%U
4 -~ . = At —Ax}-
3 .
%aaxg uo[u%AtQ + UpAt — Ax +%Ax2)+ (3.4.79)
1

1 234U 3
23 VA +0[(Ax+At) ]

La ecuacion (3.4.79) es conocida como la ecuacién modificada, y tiene la
particularidad de que los términos de truncado del lado izquierdo sélo estan en
funcion de derivadas espaciales (Cunge, et al., 1980).

El grado de convergencia del esquema en diferencias (3.4.60) se tiene al
momento U —» u para Ax,At— 0, Este resultado se puede observar al comparar
las ecuaciones (3.4.60) v (3.4.79). Por otra parte, se debe cumplir la condiciéon
de estabilidad numérica |p,|<1 (3.4.67). Ademas, el esquema en diferencias

(3.4.60) tendra problemas de difusién numérica a medida que se tomen valores
mas grandes de Ax o At, como se puede observar en la ecuacién modificada

(3.4.79).

Para ahondar en la aplicacién del método de Fourier, se presenta a
continuacién un analisis de propagacion de perturbaciones para las ecuaciones
de flujo para aguas someras unidimensionales despreciando los términos
convectivos v de friccidon. Entonces, sean la ecuaciéon de conservacion de masa
y cantidad de movimiento siguientes:

oh ou
ALY L
ot ox (3.4.80)
.aji + % =0
S t95 T (3.4 .81)

donde h=hix,t), u=u(x,t) son el tirante y la velocidad, respectivamente;
x € (- »,0) es el dominio espacial de solucion; te (O,tf] el tiempo; t; el tiempo
final, H el tirante promedio del canal de marea v g la aceleraciéon de la

gravedad. El problema (3.4.80)-(3.4.81) estd sujeto a la condiciones iniciales
h(x,0) = hy(x) v u(x,0)= 15 (x)}.

Aplicando una representacion de Fourier de la variables dependientes en el

sistema (3.4.80)-(3.4.81)
h = h(k)eilx-0t) (3.4.82)

u=1i (k) e—i(k'x-cot) (3.4.83)
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Sustituyendo las ecuaciones {3.4.82)-(3.4.83) en (3.4.80)-(3.4.81), v agrupando

~o Hklin| _[O
ot co]u “lo e

el sistema matricial anterior tiene una solucion diferente a la trivial, si y s6lo si
el determinante de coeficientes es nulo, entonces:
o=+/gHk (3.4.85)

Sustituyendo la ecuacion anterior en {3.4.82} — (3.4.83}, y teniendo en cuenta el
principio de superposicién, entonces:

hy = By (k)e~ b VaH ) (3.4.86)
hy = y (k) e~ el Y (3.4.87)
uy = i (k)e ek TF Y (3 4.88)
uy = iy (k) E T ) (3.4.89)

Aplicando el principio de superposicién en la condicién inicial, y aplicando a
ésta la transformada de Fourier:

Ay () + Ry (i) = RO (k)= J— h(xo)e"k"dx - (3.4.90)

ty (k) + 4 (k) = 2° (k)= \/— _u(x,0)e* dx (3.4.91)

En esta parte se analizaran dos diferentes condiciones iniciales para el
problema (3.4.80)-(3.4.81). Sea una condicién inicial sin movimiento, ni
variacién del nivel h(x,0)=0 y u(x,0)=0. Sustituyendo esta condicién inicial en
las ecuaciones (3.4.90) v (3.4.91), se tiene:

-JgH khy (k)+ Hkiy (k) =0 (3.4.92)
JgH khy (k) + Hki, (k) =0 (3.4.93)

o, también:

7 (k)= g hy (k) (3.4.94)

Uy (k)= —J% hy (k) (3 4.95)

Sustituyendo las ecuaciones (3.4.94) v (3.4.95) en (3.4.90) y (3.4.91)
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B 0+ o ()= 0 ) @499

o ()~ g (1) = f_j—af’ ) (3.4.97)

de forma similar, se obtiene que la solucién para la condicién inicial propuesta
es:

hik)= % ho (k) + \E— a° (k)) (3.4.98)
\

N\

u® (k) + \[% ho (k) ' (3.4.99)

7

f

Por otra parte, se propone analizar el comportamiento del sistema (3.4.80)-

(3.4.81) cuando es sometido a una condicién inicial de variacién de nivel

representado por una funcién de tipo gausiana. Entonces:
h{x,0) = hoe'("‘f Ly

en forma complementaria la condicién inicial para el flujo se considera como

u(x,0)=ug(x). Procediendo a aplicar la transformada discreta de Fourier en

condicién inicial de nivel (3.4.100), se tiene

(3.4.100)

;0 (k)=?/—hz_97; -[:e*(x/L)Z e kX gy
22 [}
= g%e_%erf[% + —;—ikL:| B
2 (3.4.101)
Sustituyendo (3.4.101) en (3.4.90)
ﬁ(k’t)z%e'g[eik(x+ gHt)+eik(x- gHt):I (3.4.102)

La solucion del sistema (3.4.80)-(3.4.81), sometido a la condicién inicial de
variacién de nivel gausiana, pero sin flujo, se obtiene sustituyendo (3.4.102) y
(3.4.99) en (3.4.82) v (3.4.83)

_[x+ gHt]2 _[x— gl’-.i'tJ2
h(x,t) = %‘-’- A (3.4.103)
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x+ gHt] _(x— gHtT
u(x, t) = \/—7 g ho Eol_el t (3.4.104)

Finalmente para determinar la solucién del sistema (3.4.80) v (3.4.81), se puede
determinar si en consecuencia para cualquier niimero de onda esta sclucién es
estable, para lo cual se puede analizar la relacién de dispersion:
u(x,t + At) _ hy(x,t+ At)
P T T u k) | M) (3.4.109)

=ezq/gHAtk =elC,kAx

o _tp(xt+ At hy(x,t+ At
% u,(x,t) ho(x,t) (3.4.106)
=e—1mmk - e-aC,.kAx

donde C, = \JgH At/Ax, que en este caso se tomarad como el nimero de Courant,
que difiere un poco al utilizado durante el analisis de la ecuacién de Bourgues.

Aplicando la condicién de estabilidad |py| <1, se tiene que |pg|=1y |p,,|=1, lo

que indica que este sistema es neutralmente estable. Finalmente se determina
que la condicidon de propagacion puede obtenerse de los argumentos de
(3.4.105) y (3.4.106), de donde:

arglp,, )=C, kAx (3.4.107)
C, kAx
a2, o

Proponiendo una discretizacién en diferencias finitas del sistema de ecuaciones
(3.4.80) v {3.4.81) de forma que:

rrn+l  frn i+l n+1
Ay Ay U O3

=0 (3.4.109)
At 0 oAx

o -Ugr HE -HY
At g 2Ax
en donde H, es el tirante medio del canal al que se le puso el subindice cero
para distinguirlo de la variables de discretizacion de nivel.

=0 (3.4.110)

El sistema (3.4.109) y (3.4.110) queda sujeto a la condicién inicial I;’j-’ = f{jAx),
U9 = f(jAx). Sean H =H(x,t),U=Ul(x,t) funciones con suficiente grado de
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continuidad, de tal manera que H=H(jAx,nAt)= H} = HY,
U=U(jAx,nAt)=U? =0}, V j,n.

Se aplica el método de Fourier al esquema numeérico {3.4.109) y (3.4.110),
proponiendo la aproximacién en serie de Fourier para las variables
dependientes

- ik j 4.
Hp;; = Alk)on etk inx (3.4.111)

Uyt =Ulk)pf e'cI% (3.4.112)

donde p} = e iox()n4t g ¢] factor de amplificacién del k-ésimo modo de Fourier.

Sustituyendo (3.4.111) v {3.4.112) en (3.4.109) y (3.4.110), y desarrollando, se
tiene

At (3.4.113)
i2pgsentesr)  b-) ||

-1 2o Hosenfeax)|[ A H

c

Existe una solucion del sistema (3.4.113) diferente a la trivial, si y sélo si el
determinante de coeficientes es nulo. Resolviendo el determinante de
coeficientes e igualando a cero y despejando el factor de amplificacién, se tiene
la siguiente relacion de dispersiéon numérica:

0, = 1EiC sen(k Ax)
1+ CZsen?(k Ax) (3.4.114)
Aplicando la condicién de estabilidad [p, | <1 en (3.4.114)
1
IPe] = (3.4.115)

51
1+ C? sen?(k Ax)
en donde se muestra que este esquema es incondicionalmente estable.

En la relacién de dispersion (3.4.114) se puede aplicar una expansion en serie

de Taylor, de forma que

e =12iC kax -3 CPK? ax? ﬁ[g—cf +.~é—cr}k3 A% + Ot ax*) (3.4 116

Por otra parte, dado que p; =e®®%  entonces se puede igualar la serie
(3.4.69) con {3.4.116), de donde se tiene

—
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o, —% "mﬁAt—émﬁAtz +o(coﬁaé3)= F.JgHp k- —g—igHoszti %(g.r—fo)‘*f2 +

(3.4.117)
1 3 3 4 A)C4
g '\}gHO kK>Ax® +O) k _Bt—

Dado que la solucion perturbatoria para o, es del tipo asumido en la ecuaciéon
(3.4.72), entonces, igualando los términos de igual orden de aproximacién, se
tiene:

woo =\ JgH k (3.4.118}
Wy = —Ing2 (3.4.119)
= ii( H)¥? i3
oz =2<(g (3.4.120)
1
w02 = F =g H k® (3.4.121)

Por tanto, la ecuacion para evaluar la frecuencia numeérica o, se puede escribir
de la forma siguiente

o, =FJgHy k[l +iJgHy kAt —g—g'l-l'ok::‘)zi\t2 - —é— k2Ax2 + Ofpx + At)s] (3.4.122)

Por otra parte, sea la ecuacién de conservacion de masa en ¢l espacio de
Fourier

Pe=1) 5.. Ho 7 -
v H+ipyg " sen{k Ax)U =0 {(3.4.123)

| “Sustituyendo (3.4.69) y una expansion en serie de Taylor en la ecuacion

anterior, y agrupando, se tiene:
~ioH+iHy kU = %mQAtH—%iHO k2Ax20 — o Hy kAU -
(3.4.124)

% i@SALH + % 02 Hok AU + -

Finalmente, sustituyendo la expresién perturbatoria para o, ecuacion (3.4.122)

en la relacién (3.4.124), y desarrollando, se tiene

~ioH+iHy kU = At| = g HyH + Ho [g HoU |k £ A% L ilg Ho 2 £ + 2 igh20 | +
2 6 2 (3.4.125)

é- iHok3 %20 + O(ax + At)?
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Haciendo uso en la relacién anterior de la antitransformada de Fourier
37! [(ip)” F(p)] = f")(x), y desarrollando, se tiene

OH U 1 3%H 82U 27 32 °H

4+ H, — =—""At H H, —-——-+H — A — H —_—

ot~ 0 2°0d °[“g ®ax2 0 ax2 J 5 (9 o) ox®  (3.4.126)
H, 8°U

[2Ax +18At2g Ho |+ O(ax + At)®
12 ax°

Y realizando un analisis similar para la ecuacién de cantidad de movimiento:

U  8H 1 U °H 27 32 8°U
gl =S AtfgH, | J9H +g T [FAa2 (g Hy)¥? L -
ot "9 T 209 0[ MRPYORE P } 59 Ho) ax® (3.4.127)
9 &°H 9 ax? £18at% Ho |+ O{ax + At
12 5x°
El grado de convergencia del esquema en diferencias (3.4.109)-(3.4.110) se
tiene al momento en que U—->wu para Ax,At—>0. Este resultado se puede

observar comparando las ecuaciones (3.4.109)~(3.4110) y (3.4.80)-(3.4.81).

En los capitulos subsecuentes se llevara a cabo la aplicacién del método de
Fourier para determinar la condicién de estabilidad y mediante un analisis de
consistencia, se evaluara el grado de convergencia del esquema numérico de
discretizacién, tanto para una discretizacién en diferencias como para una
formulacién en elemento finito.

|
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CAPITULO 4

DETERMINACION DE PROPIEDADES DE
PROPAGACION DE SISTEMAS CONTINUOS

4.1. Ecuaciones de Saint-Venant conservativas

En este capitulo se propone levar a cabo el estudio la propagacion de
perturbaciones de.las ecuaciones continuas de flujo a supetrficie libre en una
dimensién de Saint-Venant en las versiones que se definieron en el subcapitulo
2.3. Primeramente se analizara la versidon conservativa en su version
integrodiferencial (definicion 2.1). Posteriormente, la version diferencial
conservativa (definicién 2.2} y, finalmente, la version no conservativa {definicion
2.3), utilizando la metodologia desarrollada en el capitulo 3.

4.1.1. Construccion del sistema perturbado de las ecuaciones de Saint-Vénant,
versién integrodiferencial

Para la construccion del sistema perturbado de las ecuaciones de Saint-Venant
en su versidn integrodiferencial, se toma como punto de partida el sistema de
ecuaciones de la definicion 2.1, que se enuncia como:
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Ecuacidon de conservacion de masa

8A ©
Sg(A, Q; X, t) = —é? + 5—; =0 (2.3.46)
Ecuacion de cantidad de movimiento
Q 8|0%| an{A;x,t)
" . - B -4 it . it ekt oS 2.3.47
MUAGx, )= 30+ o 15 [rg =10 (2.3.47)

gL{4&x,1)+ g AlSF(4,0;%,8)~ S, =0

El estudio de las propiedades de propagacion del sistema (2.3.46) y (2.3.47) se
logra introduciendo pequefias perturbaciones de forma tal que
A=Ata 5 |A|>al @12

0=0+q ; [O|>|q (.1.2)
donde A y Q son soluciones de referencia del sistema (2.3.46) y (2-3-47), yay
g son pequefias perturbaciones que acttan sobre las variables de referencia

(lamina 3.2); entonces, sustituyendo las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.2) en (2.3.46)
y (2.3.47), se obtiene el sistema de ecuaciones perturbadas de Saint-Venant en
su versidn conservativa integrodiferencial, siguiente

AA+a) oQ+d)_, (4.1.3)
ot ox

@i_‘l_) ﬁ_(@+q)2 BII(Eﬂ-a;x,t)__

ot x| Ad+a | 9T ax (4.1.4)

gL@A+axt)+g (Z-+a)[Sf-(E+a,(__)+q;x,t)—Sb]= 0

Desarrollando la ecuacién de conservacién de masa de perturbada (4.1.3), la
cual es lineal, entonces

dA 0Q da dqg

A S B S

ot Ox ot +6x (4.1.5)
Debido a que la ecuacion perturbada de cantidad de movimiento (4.1.4) es no
lineal, se propone llevar a cabo un analisis término a término. Cabe hacer
mencién de que en esta parte del documento el analisis término a término se
llevard a cabo con detalle, debido a que este desarrollo se utilizard en los
capitulos subsecuentes. Entonces para el primer término se tiene:

o0+q)_20, %

ot at | ot (4.1.6)

—
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Segundo término:

A+a

%[MJ =-a%[(§+q)2(ﬁ+a)'1] (4.1.7)

En la relacién anterior se cumple que |A|>>|a| (ecuacion 4.1.1). Dada esta

propiedad entre la magnitud de las variables de referencia y de perturbacién, se
puede aplicar, para el término que es operado por la derivada espacial, una
expansion binomial (Nayfeh, 1980) del tipo siguiente'

©+a?@+a =% +2%0-Zasol(lal+1ql)] @19

Y sustituyendo la expansién binomial (4.1.8) en (4.1.7):

%[M}g[%}zg[%g}[?—}o[ laf+1a])?] @19

A?

Tercer término:

En el caso de la integral I (4;x,t), que tiene una dependencia con respecto a la
variable de area, para determinar su influencia en la propagacion de
perturbaciones el tercer término se analizara con base a su definicidon de la
integral 2.3.18 (subcapitulo 2.3):

aI(A t A+axt)
1 ;-ax ﬁyA+axt ~1]8(,m)dn (4.1.10)

Como se puede observar en lado derecho de esta ecuacién, el término que
contiene la dependencia paramétrica con respecto al area es el nivel de la
superficie libre del agua y(4;x,t), v para determinar su influencia en la

propagacién de perturbaciones se propone aplicar una expansién en serie de
Fréchét-Taylor (ecuacién 3.3.6) de forma que

y(@+ax,t)=y@&xt)+alx tM

=y+ay, +O(|| ||) (4.1.11)

Con el fin de tener una notacién mas compacta de la ecuacion (4.1.11) se
considerara la siguiente notaciéon: y(A+ax,t)=y y 0y/éAl; =y, . Como paso
subsecuente, sustituyendo la expansion en serie de Fréchét-Taylor (4.1.11) en
(4.1.10), y desarrollando
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[y(A+ax,6)-nls(c,m)an = || +ag, +0{|a*])-nfs(x,n)an

J‘y(ﬁ+a;x,t) . y+ayA+O(| I)

*y ' y
= [y -nlolx,n)dn + Ia Y, 8(x,m)dn +

4.1.12
y+ay4+0( 2I) ( )

[y +ay, +0(|a’] }- nfs(,m)an + o] %)

oy,

De las dos primeras integrales del lado derecho de (4.1.12) se obtienen las
propiedades siguientes con respecto a las variables de referencia:

Y
I[ﬁ -n)3(x,n)dn = I,(&;x,t)  (ecuacion 2.3.18)
0

il

I (4.1.13)

y y
J.a Y4 (x,m)dn = aa -4|A IS(x, n)dn (ecuacién 2.3.22)
0 0

=aX§A] (4.1.14)

En la integral (4.1.14) se evalué el término Ay AlA = A(@y/oA);! , =4/B(A)=D,

donde D es el tirante hidraulico.

Para el desarrollo de la tercera integral del lado derecho de (4.1.12), se puede
introducir la descomposicion siguiente:

y+ay,.+0H l Yray,+ (| l) y+ayA+O(| |
J‘[ymyA +0(]@?})-nlse,n)an = [v - nletx, n)an + J.a yadle,m)an @13

¥ ¥

Dado que ne [§,§+ ay, +O({|aj|2)] en la integral que aparece en (4.1.15), y a su
vez ay, +O(||a|]2)<<§ (ecuacion 4.1.1), es posible emplear una expansién en
serie de Taylor para n y 3(n):

n=y+{m-y)=n+0(a) (4.1.16)
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st)=5@)+-9) 2 +oflal?)

Mly=3)
92 L ofiel?) @11

=B+('r|-—y a( _

n=g)

Aplicando el resultado de las expansiones (4.1.16}) y (4.1.17) en la primera
integral (4.1. 15) esta se puede escribir de la forma siguiente:

y+ay +0 la y+ayA+O(| i)
_[ ] +O(nanz)}dn

—nJ8(x,m d'q =
¥

(7-1)| B -D

_ olja?)

-89 offa))-ofja?) @119

¥
gragy+0fjal?)

Realizando un analisis similar para la segunda integral de (4.1.15), se tiene que
es de orden O(|| a ||2 ), lo cual implica que la integral (4.1.15) en su conjunto es de

ollaf)

En conclusién, el tercer término de la ecuacion de cantidad de movimiento
(4.1.10) se pueden expresar del modo siguiente, sustituyendo los resultados
obtenidos anteriormente, (4.1.13), (4.1.14) y (4.1.18):

6I1(71-+a;x,t)_ 8h . _}E 2
g——- =9 +gax(a§]+0(llall) (4.1.19)

Cuarto Término:
De forma similar al tercer término, la integral I,(A;x,t) tiene una dependencia

paramétrica con relacion a la variable del area, y para determinar su influencia
en la propagacion de perturbaciones se puede utilizar la integral (2.3.19), de
forma que

(Ara;x,t) %
gl(A+ax,t)= 'r [y(d+a;x, t)—n][———] dn (4.1.20)
0 | 0x Y=Uo

Para la evaluacién de la dependencia paramétrica en la ecuacion anterior se
puede utilizar la expansion en serie de Fréchét-Taylor (4.1.11) para y(ﬁ+a; x, t),
y realizando un desarrollo similar a como se llevd a cabo en el tercer término, se
tiene que

TSTA TESIS NO SALY
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— a dA 2
LA+axt)=gl r——o( )
gLA+axt)=g 2tgg ot |a| (4.1.21)
Quinto término:
Q(AW)?——QA?EwaQ?- (4.1.22)
ax ox ox o
=-gAS,-gas,

En este caso, la variacién espacial de la plantilla del canal se evalia con el
valor de la pendiente del fondo S, = -8z/ax .

Sexto término:

El término de friccion S, (A4,Q;x,t) tiene una dependencia paramétrica con
respecto al area A y al gasto Q. Por tanto, para determinar o evaluar la
propagacién de las propiedades de perturbaciéon, se hace necesario aplicar una
expansion en serie de Fréchét-Taylor en la forma siguiente:

Sf'(‘3+q’3+a:xft)=Sf-(é,ﬁ;x,t%a(x,:)asf(%f;x’t); ,
A
Q(x, ) f_(__—x) O[(llau'*'uq{l)z]
oQ 5

Para trabajar con una notacién mas compacta de la ecuacién (4.1.23), vy
utilizando la ecuacién de friccion dimensionalmente homogénea de Chezy-
Manning (2.3.43), se propone definir las siguiente notacion:

Sy =54(0,4;x,1)

=o{ K, J’“’s Kedke; e
R(4;x,1) g R(Z;x,t) A* .1.24)
= 85:(A0x1)
S.fA = aA- |Z
2_20{ Ks Jl’fs @5 [l+ 2 OR(4;x,t) J
R(Z;x,t) g R(f&; x,t)ﬁg A 3R(ﬁ; x,t) 2A JZ (4.1.25)
—  88:(4,0;x,1)
Sto E—f_a"o"‘“"_
Q
=2cz( ES Jm lQ! 4126
R(A;x,t) gR(Z;x,t)E2 (4.1.26)
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En el caso de utilizar una ecuacién diferente para evaluar el término de friccion
S;(4,Q;x,t), los términos que se involucran en las variables de simplificacién

S7, v Sz, seran diferentes y, en consecuencia, el resultado que se tenga del
estudio de propagacién de perturbaciones también lo sera.

Entonces, la expansion en serie de Fréchét-Taylor (4.1.26) en forma compacta,
es:
= = = 5 = 2
5(0+a A+ @x1)=5; +aSy, +a5s, +0|((al+lal)?] @127
Finalmente, la ecuacién de perturbada de cantidad de movimiento en su

versidon integrodiferencial se construye sustituyendo las ecuaciones (4.1.6),
(4.1.9), (4.1.19), (4.1.21), (4.1.22) vy (4.1.27) en (4.1.4) con lo cual se obtiene:

—— ..—2 ~ —
. e\e | . °éh 1 ..72 89 ., 2 (Q 1
+6x[—J+gax gl2+gASs-5,)+ 42 (__q

ot A ot dxt A

=2 - = 25 T A 4.128)
a0 A da A 3B _qdA ¢
X fuladhadgi Nialalie it — S8
6‘x{32 a}+ ax ga=3 ax * B 3x ga( - b)

97(a8y, +a5s,)+0l(lal+1a])*]< o

Los primeros términos de las ecuaciones perturbadas (4.1.5) v (4.1.28), que
dependen exclusivamente de los términos de referencia, se anulan, dado que A
y Q por definicién satisfacen las ecuaciones de conservaciéon de masa (2.3.46) y
cantidad de movimiento (2.3.47), esto es:

oA 6Q

2t ax (+.1.29)
Yy
—— -—2 —_
8Q 81Q oo
o« gl gl -5, )= (4.1.30)
at+6x{A] g'a g 2+gA(Sf Sb) 0

Los términos restantes de las ecuaciones (4.1.5) y (4.1.28), haciendo uso de las

ecuaciones de referencia (4.1.29) y (4.1.30), son los que describen el

comportamiento de las perturbaciones. A las expresiones resultantes se les

denominari ecuaciones de perturbacion, las cuales resultan ser:
da aq -0

ot x (4.1.31)

81



Propiedades de Propagacién de Esquemas Numéricos para la
Simulacion de Flujos a Superficie Libre

Qg+2i[6 J a(éf.a].{. E%_gaiﬁ.l.
(4.1.32)

4.1.2. Construccion del sistema perturbado de las ecuaciones de Saint-Venant
version diferencial

El analisis de la propagacién de perturbaciones en las ecuaciones de Saint-
Venant en su versién diferencial, se llevara a cabo con un procedimiento similar
al utilizado para la versién integrodiferencial, haciendo notar que la principal
diferencia consiste en la manera de trabajar el término de presién, tal como se
menciona en la elaboracion de la definiciébn 2.2 (ver subcapitulo 2.3), La
definicion 2.2 indica que se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Ecuacién de conservacién de masa

) _0A 0Q _
gg(A, Qx, t) = % + P 0 (2.3.52)
Ecuacion de cantidad de movimiento
9Q @ Q2 6h(A; X, t)
e )= 1B X,t) (A.0:x.t) = 2.3.53
WA, Q; x,) > +6x{ n ]+gA S+ g ASy (A,Q;x,t)=0 ( )

donde las variables que intervienen en las ecuaciones (2.3.52) y (2.3.53) han sido
previamente definidas.

El sistema de ecuaciones (2.3.52} y (2.3.53) constifuye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera, cuando esta sujeto a las
condiciones iniciales A(x,0)=A,{x) v Q(x,0)=Q,(x) vy a las condiciones de
frontera de flujo subcritico y supercritico, dadas por las ecuaciones {2.3.48}-
(2.3.51).

Las propiedades de propagacion del sistema (2.3.52) y (2.3.53) se determinan
introduciendo pequefias perturbaciones sobre las variables dependientes:
A=A+a, Q=0Q+q (ecuaciones 4.1.1 y 4.1.2), donde A y Q son soluciones de
referencia, vy a v g son pequefias perturbaciones. Sustituyendo las ecuaciones

(4.1.1)y (4.1.2) en (2.3.52) y (2.3.53), se obtiene:
da+a) 20+q)_,
ot ox

(4.1.33)
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a!6+q)+5%':‘(_‘?’+q! }4_9(24_(1)9_@)4.9(E+a)sf(2+a,6+q;x,t)=0 (4.1.34)

ot A+a ox

Realizando una comparaciéon entre el sistema de perturbacién de las
ecuaciones integrales (4.1.3) y (4.1.4) con el sistema de perturbaciéon (4.1.33) y
{(4.1.34), se puede observar que la Gnica diferencia es la forma como se evalua
el término de presidon, como era de esperarse, ya que esta diferencia se hizo
manifiesta en el subcapitule 2.3.

El desarrollo de la ecuacién de perturbada de masa (4.1.33) se puede expresar
como se presenta en la ecuacion (4.1.5), y para la ecuacion de cantidad de
movimiento (4.1.34} se puede proceder a realizar un desarrollo término a
término. Pero en vista de que los dos primeros términos y el término de friccién
son similares a los que se tuvieron en la ecuacion (4.1.4), solo se realizara un
desarrollo para el tercer término, el cual se puede evaluar llevando a cabo un
expansion en serie de Fréchét-Taylor para la elevacion de la superficie libre del
agua h(z_'-l +a; x, t) , la cual depende del area de forma que '

).‘?ﬂ# L oliaf) (4.135)

h(z+a;x,t)= h(ﬁ;x,t)+ alx,t

Para tener una notacion mas compacta de la expansién (4.1.35), se introduce la
siguiente notacién:
h=h(4x,t) (4.1.36)

PR GEA),

A (4.1.37)

A

Sustituyendo la expansion de Frechét-Taylor (4.1.35) en el tercer término de la
ecuacion de cantidad de movimiento perturbada (4.1.34), y haciendo uso de
(4.1.36) y {4.1.37), se tiene:

g(ﬁ+a)id"¥._;_&£) gA 6 +ga%+ E—ai%h—A) o(’laflz) {4.1.38)

Finalmente, la ecuacion de perturbada de cantidad de movimiento (4.1.34) en
su version diferencial se construye sustituyendo las ecuaciones (4.1.6), (4.1.9),
(4.1.27)y (4.1.38) de forma que:
—2 — =2
§9+—[Q—]+929—’1+9Asf +6q 2— 9 [qu i{Q——a]+

ot ox ) ot Ox{ A ox (4.1.39)

— 3 f— dh - - = - _
gAgJ‘C‘(hA a)+gaa'+gas.f +gAaSy, +gAqSy, + O[([|a||+”q]|)2]=0
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Dado que A v Q representan soluciones de referencia:

oA Q0 _ 4.1.40
ot | ox (4.1.40)
50 8(0°| -8h -
K| E |+ gAZ=+gASF =0 (4.1.41)
ot ox| A | 90 TN

Tomando en cuenta que h es la elevacién de la superficie libre del agua desde
un nivel de referencia, la cual incluye la elevacién de la plantilla del canal y el
tirante de forma que h=z+y, y recordando que la pendiente de la plantilla es
la variacion de la elevaciéon de la plantilla en la horizontal (6z/ox =-S,),
entonces la ecuacion de referencia de cantidad de movimiento (4.1.41) se puede
escribir como:

20, 0(Q° |, %% _ 4.1.42
= ax[A] ga o +gA(Sf sb)mo { )

Los términos de (4.1.5) vy (4.1.39) adicionales a los de referencia, son los que
gobiernan el comportamiento de las perturbaciones esto es:

da_ oq _, (4.1.43)
ot Ox
—_— ......2 —
8q  ,0(Q 80 B 8y = -
+2 - A—lhaal+ga +Sfr -5, +AS +
ot 6x( q) ax{f aJ+g 6x( 2a)+g (ax R (4.1.44)

9AaS, +0|(laj+1a])?]-

Una forma alterna para expresar la ecuacién de perturbacién de cantidad de
movimiento anterior se puede obtener desarrollando los términos que contienen

los valores de referencia de nivel de la superficie libre del agua a(ﬁAa)/ax y
dy/ox . Entonces:

%, ,2 (6 J_g(@z a}, Ada A 0B (4.1.45)

ot “ax\Aal) |2 9B Y52 e’

|

2 +gals;-5,)+ 9A5), +a55)+0|(1al+]a])?]-0

m[m

g

Wil

En el caso de llevar a cabo una comparacion entre el sistema de ecuaciones de
referencia de Saint-Venant en su version integral (4.1.29) y {4.1.30), con la
version diferencial {4.1.43) y (4.1.44), se puede observar que persiste la
diferencia en la forma como se puede evaluar el término de presion, lo cual era
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de esperarse, ya que la condicién de referencia se respeta al momento de
aplicar el desarrollo de las ecuaciones de perturbacidon en cualquier versién.,

Por otra parte, las ecuaciones de perturbacién en la versiéon integrodiferencial
(4.1.31) y (4.1.32), en comparacién con la versién diferencial (4.1.43) y (4.1.45),
son iguales. Esto implica que para el estudio de la propagaciéon de
perturbaciones es indistinto de qué versioén de las ecuaciones de perturbacién
se haga uso, ya sea integrodiferencial o diferencial. Entonces, para los estudios
de estabilidad subsecuentes sélo se hara uso de las ecuaciones en su versién
diferencial y esto se debe a que la condicion de flujo de referencia en el estudio
de las perturbaciones debe tener un comportamiento suave (subcapitulo 3.2.2).
Ello se cumple en forma general en la versién diferencial debido a que no se
tienen variaciones bruscas del ancho de la superficie libre, lo cual indica que no
tiene ‘importancia qué tipo de versidn conservativa de las ecuaciones de Saint-
Venant se esté haciendo uso (Cunge ef al., 1980).

4.1.3. Andlisis de escalas multiples y localizacién

Para evaluar si cada uno de los términos de las ecuaciones de referencia
(4.1.40) y (4.1.42) son de igual magnitud, se propone llevar a cabo un
escalamiento. Entonces, sea (x,,t,) un punto de referencia arbitrario en el

espacio de solucién Q, alejado de la frontera 8Q, en donde se cumple que:

A, = Alx,,t,) (4.1.46)

Q, = Ofx,,t,) (4.1.47)

Yo = ylA(x,, 8,k x,t,] (4.1.48)

S, =Sy (x,) (4.1.49)

Sy, = §f[71(x0’to)’é(xo’to);xo'to] (4.1.50)

Ademaias, sean £ y % respectivamente las escalas de longitud y tiempo
asociadas con las soluciones de referencia. Entonces, definanse las siguientes
variables adimensionales de espacio y tiempo:

X —-X

X = ““gé“"_ (4.1.51)
t—t

I=—= (4.1.52)

donde se supone que para desplazamientos x-x, vy t-t, conmensurables
respectivamente con £y %, X y I sonde O(1) .

Adicionalmente, sea U, =Q,/A,; entonces se supondra que % representa una
escala advectiva de tiempo, esto es:
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£
C = A - (4.1,53)

Introduciendo entonces los siguientes escalamientos:

A=A,A"(X1) (4.1.54)
Q=0,0(x,1) (4.1.55)
7=yoy[a"x,T) X,1] (4.1.56)
Sp = S,55(X) (4.1.57)
(4.1.58)

St =5 SHA'(X,1),0" (%, 1);%, 1]

Sustituyendo (4.1.51)-(4.1.55) en la ecuacién de conservacién de masa (4.1.40)
de referencia, se obtiene:

% T L X

=>

% ?A_ + % QQ_ =0

% oT A, X

A" 3"

or X

4,087 Q00" o

=0 (4.1.59)

La ecuacién (4.1.59) indica que cada uno de los términos de la ecuacion de
conservaciéon de masa son de igual magnitud, y por tanto el principio de
continuidad se mantiene después de aplicar el escalamiento.

En el caso del escalamiento de la ecuacion de cantidad de movimiento de
referencia (4.1.42) se aplican los escalamientos (4.1.51) ~ {(4.1.58), de forma que
se tiene:

* *2 *
Q30" Q2 a|Q Aol 4+ 0Y e o _aq 4.1.60
Yo O Ll A A AT S, ST -85, =0 (4.1.60)
T or AZLHK| A | T & ax+g°(f°f %)
o, también:
* »2 *
8Q 01 @Q Yo 4*8Y L 4 * * 4.1.61
A S 294" v g—A"(S,5F-8,5,]=0 (4.1.61)
aT BX[‘A*]"'QU‘? 8X +gU3 ( Jo=f ° b)

En la expresion (4.1.61) el tercer término se puede escribir como
g¥,/U2 = F~2 = 0(1), donde F., es el nimero de Froude. Por otra parte, para el
término de friccién se puede plantear el siguiente escalamiento:

L .
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/3
=4 £ [K, Un,\U,
9355, =9""z"°‘[“"} |96/
U2 Uu: \ R, gR,
/3
_ a[_ff_s_J Lsgn(Ue) (4.1.62)
RO Ro

La validez en la magnitud de la ecuacion (4.1.62) se evallia aplicando diferentes
condiciones de régimen de flujo, y para comprobar lo anterior se presenta el
siguiente ejemplo de aplicacién a un cauce natural.

Ejemplo: Sea un cauce natural con los siguientes valores del régimen de
flujo: gasto Q, = 300m?/s, rugosidad de fondo K, =0.3m, velocidad media
U, =0.25m/s, radio hidrdaulico (que en este caso se le considera con una

seccion muy ancha, que es comun en un cauce de bgja pendiente)
R, =y, =1.56m, y la longitud del cauce L = 50000m ; entonces, la magnitud

1/3
] sen(U,) _ =2416 >> 1

R R,

se tiene en la ecuacion (4.1.62) es 0{
0

Por tanto, se puede definir que la ecuacién (4.1.62) se escala de la forma
siguiente:

g %S O(SJ donde & <<1 {4.1.63)
Al considerar (4 1.63) en (4.1.61), se obtiene:

*2
o, Q cr2 a0y 9%5 s, -9% s a'st =0
r U fo f U2 b

aT ax X (4.1.64)

o) o(1) o) O(1/8) o(?)

o 2]

Evidentemente, el término de friccibn es dominante en la ecuacién
adimensional de cantidad de movimiento (4.1.64) y s6lo podria ser balanceado
por el término que involucra a la pendiente de fondo. Por lo tanto, se concluye
que:

%

975 O(IJ | (4.1.65)

]

Entonces, para que todos los términos en (4.1.64) sean de la misma magnitud,
debe cumplirse que la diferencia entre el término de friccién y la pendiente del
fondo debe ser S; -—So)=0(8), aunque ambos términos por separado tengan

una magnitud muy grande (ecuaciones 4.1.63 y 4.1.65).
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Demostracién: En el caso de existir un flujo uniforme ideal, se cumple en forma
exacta que (Sf0 —So) =0, lo cual no llega a suceder en la naturaleza, ya que soélo

uede darse en un fluyjo que tienda a la normalizacion. Entonces
St —So)=O(s)¢0, lo cual indica que para cualquier condicidén de flujo se

presenta la condicién de Sg — S,

Como parte complementaria al argumento anterior, es practica comun
considerar que la pendiente de friccion tiende a la pendiente del canal al
uniformizarse el flujo, lo cual es correcto aunque esta inferencia se extrapola
hasta afirmarse que para un régimen transitorio se cuenta con un flujo
uniforme ideal (Sfo -8,)=0, como condicién de referencia, lo cual se puede ver
en los trabajos de Cunge, et al; 1980, Abbott y Basco, 1989 y Garcia, 1994, La
consideracién anterior produce un efecto tal que la ecuacion (4.1.65) pierde
informacioén con respecto a las fuerzas de cuerpo y de friccion, lo cual provoca
que al momento de realizarse un andlisis de propagacion de perturbaciones se
manejan las ecuaciones de referencia y de perturbacién en forma incompleta,
de donde se puede concluir que utilizar cualquier versién de las ecuaciones de
Saint-Venant, considerando (S, - So) =0, es una formulacién errénea ya que no

se representa adecuadamente el comportamiento del flujo.

Sean A, v A, las escalas de longitud y tiempo aplicadas en las perturbaciones.

Entonces, para escalar el sistema de ecuaciones de perturbacién (4.1.43) y
(4.1.45}, se propone definir las siguientes variables adimensionales de posicién
y tiempo:

X=X,
C= A, (4.1.66)
Lot

Ay (4.167)

donde se supone que para desplazamientos x-x, v t-f, conmensurables
respectivamente con A, v A, { v 1 son de O(1). Ademas, se supondra que A,
es una escala advectiva de tiempo, de donde:

Atzé.,_
UO

]

(4.1.68)

Ahora se supondra que las escalas asociadas con las perturbaciones son
mucho mas pequefias que las asociadas con las soluciones de referencia, esto

€S
Ap A,
€= —é-g— = —%— << (4.1.69)
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Asimismo en forma consistente con la supuesta pequefiez de las
perturbaciones, se introduciran las siguientes escalamientos para las variables
dependientes de perturbacion:

a = eA,a’ (1) (4.1.70)

q=e0,q (1) (4.1.71)

Como puede observarse en las ecuaciones (4.1.54), (4.1.55), (4.1.70} y (4.1.71)
se ha manejado la hipétesis de separacion de escalas, ya que las soluciones de
referencia sélo dependen de las “variables lentas” X y T, mientras que las
perturbaciones sélo dependen de las “variables rapidas” ¢ v ¢.

Sustituyendo las escalas de perturbacién (4.1.70) y (4.1.71) en la ecuaciéon de
perturbacién de conservacion de masa (4 1.43), y desarrollado tenemos que;:
da” aq
— =0
T (4.1.72)
Como resultado, se observa que la ecuacién de continuidad de perturbacion es
invariante al escalamiento, por lo que los términos presentes en ella tienen la

misma magnitud.

Antes de proceder al escalamiento de la ecuacién de perturbacién de cantidad
de movimiento (4.1.45), se propone expandir las derivadas espaciales que
involucran los términos convectivos de forma que:

Kl (g) Qog _qdQ QqoA @.173)

ox\ A Aax Aox 72 ox

=2 =2
9|19 ,|.Q % ,0a80 , Qa4 (4.1.74)
ox| A2 A2 ox A2 ox As ox

Entonces, sustituyendo las ecuaciones (4.1.73} v (4.1.74) en la ecuacién de
cantidad de movimiento (4.1.45), y agrupando

§g+£(q_§ Iao oaA} ,20% 0 %, gy sa
X

ox A dx Adx Z2ox

ot A
(4.1.75)

—dha @ <5 AaS
ga(A =2+ afc’+sf Sb+ASfA]+9Aquo+O[(Ua|i+NQ||)2]=°

Se procede ahora al escalamiento de la ecuacién de conservacién de cantidad
de movimiento de perturbacién (4.1.75), incorporando los escalamientos
(4.1.52)-(4.1.58), (4.1.70) y (4.1.71), y agrupando
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€0, 09", 26 Q2 1 QY0 @A), = 03,0788 Q" aa"),
Ay Ot ‘EgA A 1 A" X A" & Aon A" 3 A*2 28

Sth * o, K aa h Bh y ay* e * * gk (4.1.76)
A 00 A hAw-—a-«éw geA,a [%A a;é -é aX +Sf°Sf—SoSb +SfoA S.fA +

X

FAS,gA'q" Sy, +0?)=

0, también
* * * - «2 v
g 1 Q Q" Qa4 Qég Q éa
+2e— -=a 25 -
or A [q A ](ax A GXJ { AT & p° ag}

(4.1.77)

h, *aa ho{ +08hy Y, 0y L« * *
2o A"h A 4, 20 ——alS,S8,-8,8
vzt A tge Uo( X +ho ax}’gu a(f" fm*o b)+

ng—z Sf;A*[a*S}h +q S}Q]+ Ofg)=0

o]

En la expresiéon anterior se puede observar que las magnitudes de algunos
términos se escalan en funcidén de las siguientes magnitudes

_i!;g =0(1) (4.1.78)
Q
h -2
g.l}% =F?=0() . (4.1.79)
[ +]

Nuevamente, para escalar el término de friccién, se hace uso de la expresién
{4.1.62). Para el término que involucra la pendiente del cauce por medio de la
ecuacién (4.1.63), considerando que en la diferencia de la pendiente de friccion
y de la plantilla del canal en un flujo con tendencia a la normalizacién se
cumple que (Sfo —So)= O(3), entonces el término de friccién se puede evaluar

como:
gg (s - S,) = Of) (4.1.80)

Sustituyendo los escalamientos anteriores (4.1.78)-(4.1.80) en (4.1.77), se
obtiene:

* * * +2 *
aq Q 361 Q 6a ho aa g * Kk k ® W %
9 2% 99 £ 92 g7 a'n %% 1gis.la’A’S) +q"A" S, |+Of)=0 (4.1.81)
ot A ac" A*2 ac gUg A ag 98 fo[ fa q fQ] (8)

En la ecuacién (4.1.81) se tienen términos de orden 0O(1) y Ofe), que dependen

de las variables de referencia y de perturbacion. Entonces, para conocer la
influencia que tienen cada uno de los términos y variables sobre la propagacion
de la perturbaciones, se propone llevar a cabo un analisis local como se
presenta a continuacién.
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Tomando en cuenta la hipétesis de separacion de escalas (4.1.46) - (4.1.50), se
puede escribir que:
A) = Alco,t,)+ (e - 2.} A

= +o{[(x-x,,)+ ( —to)F} (4.1.82)

Xoslo

+{t-t,
(xwto) )

da

+(t—to)%% +O{[(x-xo)+(f—to)]2} (4.1.83)

a(x, t) = a(xo, to) + (x - X,

Xoilo (xo oo

Aplicando los escalamientos (4.1.51), (4.1.52), (4.1.54) v (4.1.70) en (4.1.82) y
en (4.1.83), se tiene:

* * 2
* * X - X OA -t oA b -t
A4 =+ ng’)Ao ax 4 %,O)-Ao = +0{AO[("§£‘°)+( %ﬁ)] J (4.1.84)

* X 4 2
* * - oa (t-t 0 - t—-t
gA,a =cgA,a + (xA:%)sAo X +( AtO)SA" ;t +O{3Ao[(xA:°)+( AtO):I ] {4.1.85)

Ademas, considerando desplazamientos conmensurables con A, v A,, de forma
que:

L XX,
C=T3 = 0Q) (4.1.86)
v=% _ o)

A, (4.1.87)

Entonces, aplicando las magnitudes de los escalamientos anteriores en las
ecuaciones (4.1.84) v (4.1.85), v desarrollando se tiene que:
A" =1+0() (4.1.88)

a’ =1+0() (4.1.89)

Esto indica que al localizar el anélisis de escalas sobre un punto arbitrario, las
variables de referencia tienen un comportamiento suave o de una magnitud
casi estacionaria y, por otro lado, que las variables de perturbacion tienen un
comportamiento rapido o de una gran variabilidad. En forma coloquial, el
resultado anterior de localizaciéon indica que las variables de referencia pueden
ser localizadas, mientras que las variables de perturbacion no pueden
localizadas.

Lo anterior se puede ejemplificar en el caso de un flujo con tendencia a la

normalizacién, donde el nivel de la superficie libre del agua tiene una variacién
suave dentro del dominio. Pero en el caso de tenerse una analisis localizado
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esta variacion es casi imperceptible, a nivel de las variables de referencia. En
cambio, al localizar el analisis en un punto arbitrario, se puede observar que el
nivel de la superficie libre del agua tiene una variaciéon importante a escala de
las variables de perturbacion. Entonces, las variables de perturbacién permiten
evaluar el comportamiento de esta variabilidad, tanto en forma temporal como
espacial.

Para completar el analisis de localizacién sobre el sistema de ecuaciones
(4.1.72) v (4.1.81), considerando el resultado de {4.1.88) y (4.1.89), se tiene

*

da_ aq
=0 4.1.90
S a‘; { )
oq” +2U, ai-Ufaa +gloan, 2 i +gis [a S, +q' S ]+o =0 (4.191)
Bt F a U2 Ao "o & 5 f Fay fa,

buscando una solucién perturbatoria para las variables del sistema {4.1.90) v
(4.1.91) (Kevorkian y Cole, 1996)
a =a,+sa +O(52)
g =a,+sa; + 0(82) (4.1.93)
entonces, la solucion del sistema de ecuaciones (4.1.90) y (4.1.91) para la
condicién cuando & — 0* se puede expresar como:

(4.1.92)

da, 3,
—2 .22 =0 : 4.1.94
Pe + a { )
aq, aq, 2 da, h, da,, € * *
~22 QU 2L S 2+ g—2 A hy —>+g-SsAa, Sy Se (=0 4.1.95

Al resultado anterior de localizacion se puede agregar lo siguiente: si dentro del
dominio de solucién espacial x<{0,L], donde se ha definido el escalamiento de
L/L =0(1), y ademas al momento de escalar para las variables de perturbacién

la variable de longitud para la escala pequefia se delimita en
(=-x,/A, =-x[eL y {={L-x JJA =(L-x )L (ecuacién 4.1.66), entonces,

cuando se tiene una condicién de - 0", el rango de variacién de la escala
longitudinal a nivel local es ¢ & (- «©,).

Finalmente, se puede hacer notar que, después de aplicar los analisis de
escalas y de localizacién al sistema de ecuaciones (4.1.31) y (4.1.45), ha sido
posible transformar el problema de valor inicial no lineal con coeficientes
variables (4.1.31) y (4.1.45) en un problema de valor inicial puro, lineal de
coeficientes constantes (4.1.94) v (4.1.95), y este problema en su versién
dimensional es:
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da Og
—_— —_— 0
at = ox (4.1.96)

8q 9q _,,20a h oa -

8t +2U 6x —UO a’ +95%A0 hAo ‘5‘;""ng[an% +qsfoo}_ 0 {4197’

Una f'ormé alterna de trabajar los coeficientes de la ecuacion de cantidad de
movimiento (4.1.97) se logra utilizando las ecuaciones (4.1.25) y (4.1.26), de
manera que se tienen los siguientes variables de simplificacion:

dh
Ahy = Ay
0" YA, OdAo
dy dz
~a% 482
odAa + odAo
_ Ao _
o D, (4.1.98)
dS,
94,8y, = 9Ag—L
]
1/3
_ oK) (D[Q(1 2 R =R (4.1.99)
R,) R,A, \A, 3R, Al
ds,
94Sp, =950 do|,
B |5
ool s 0| -5 (4.1.100)
RO RO AO

Entonces una forma mas compacta de la ecuacién de cantidad de movimiento
(4.1.98) se desarrolla haciendo uso de las variables de simplificacién (4.1.98) -
{4.1.100), como se muestra a continuacién:

8q oq ..o -
5 +2U, o5 -U (1 F; )a——+F1a+F1q 0 (4.1.101)
4.1.4. Andlisis de estabilidad

El resultado del analisis de escalas y localizacién genera un problema de valor
inicial puro, lineal y de coeficientes constantes (ecuaciones 4.1.96y 4.1.101), el
cual puede ser resuelto por medio del método de Fourier (subcapitulo 3.1.22),
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que consiste en la aplicacién de una expansién en serie de Fourier sobre las

variables de perturbacién donde:
a = ge'kx-o1 (4.1.102)

= Jilkx-ot)

g=gqe (4.1.103)

y donde k es el nimero de onda y o la frecuencia. Entonces, sustituyendo las

expansiones (4.1.102) y (4.1.103) en el sistema (4.1.96) v (4.1.101), vy
desarrollando, se tiene que:

&9 i0a +ikg)=0 (4.1.104)

etexoa(LikU2(- F2)+ )+ g(-io+21kU, + F,)]= 0 (4.1.105)
El sistema anterior puede acomodarse en forma matricial, de forma que

gl kx-ot) @ -k al |0
kUZL-F2)+i F, ©-2kU,+iF, ||~ |0 (4.1.106)

El sistema de ecuaciones (4.1.100) tiene una soluciéon diferente a la trivial siy
sblo si el determinante de su matriz de coeficientes es nulo, entonces:

olo-2KkU, +iF,)+ KU1~ F?)+ikF, =0 (4.1 107)

Para obtener la relacién de dispersion, se resuelve la ecuacién anterior para la
frecuencia de forma que

; 2
0)=ka—ng—i\}szfF‘,’2~FT2—-ik(UoF2+Fl) | (4.1.108)

Debido a que la frecuencia @ es una variable compleja, se puede separar en su
parte real e imaginaria como o= o, +i®;. Entonces cada componente de Fourier

se puede expresar de la forma siguiente:

a=ge®teilex-ot) (4.1.109)
la relacién anterior indica que a medida que aumenta el valor de t>0, la
perturbacion se amplificara solamente st ®; >0. Por otra parte, en el caso de
tener o; =0, entonces la perturbacién permaneceri de igual mangitud y en el
caso de que ®; <0 la perturbacion decaerd en el tiempo. Esta condicién de

crecimiento o decrecimiento de la perturbacién es similar a la que se definié
como la condicién de estabilidad practica o critica (subcapitulo 3.4.1).

Aplicando este criterioc de estabilidad practica a la relacién de dispersion
(4.1.108) se tiene

2
o = -2 iImez U R -2 ik(u,Fy 4 ) |0 (4.1.110)
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Para contar con una forma mas compacta del limite de estabilidad de (4.1.110),
se extrae la parte imaginaria que esta dentro del radical de la ecuacién de

forma que

-2 s sgnl- KU, F, + R)27 -

) 12 y2 4.1.111)
272 o2 F3 2 2 2,02 g2 FF
S K*UZE; - +kK2U, P+ R -K2UZE; e <0

La condicién mas desfavorable de la inecuacién anterior se tiene para
sgnl~ kU, F, + F)]> 0. Aplicando este criterio y desarrollando (4.1.111) se tiene

que:
2
[UOFQ +Fl} < (4.1.112)

F2 \ﬂgDo

La ecuacién anterior es la condicién limite de estabilidad mas compacta del
sistema de ecuaciones (4.1.96) y (4.1.101). Por otra parte, si se sustituyen las
relaciones que involucran los efectos de los términos de friccién F (ecuacién

4,.1.99) v F, (ecuaciéon 4.1.100) en (4.1.112) se tiene:

I ¥3 |1/ Y3
20{1&] J?,L-woa[fsi} I_Q«»I&(_l_+m%_@ ]
R,) R,A, IRO : R, A, (A, 3R, 04l,)| _, @1.113
3
2 L |Q| gD
R,)] RA "7
0, también
|Ve <1 (4.1.114)
2 A, dR . | .
donde V, = “3% dA F,.| es el numero de Vedernikov (Samuels y Skeels, 1990;
0 o

Ponce y Maisner, 1993).

Como resultado del presente estudio de propagacion de perturbaciones, se tiene
que el limite de la condicion de estabilidad del sistema de ecuaciones de flujo a
superficie libre de Saint-Venant, en su version integral o diferencial, es |V, |<1.
Por otra parte, se ha citado en la bibliografia (Chow, 1959; Ponce v Simons,
1977) que cuando se tienen valores del ntiimero de Vedernikov mayores a la
unidad, se presenta en la superficie del flujo una serie de perturbaciones a las
cuales se ha denominado ondas rodantes (rolling waves).

Con el resultado del analisis de propagacidon de perturbaciones y el reporte de
la visualizacién de las ondas rodantes, se puede concluir que el problema fisico
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de aparicion de estas ondas es un problema de inestabilidad de flujo fisico, el
cual también es evaluado por las ecuaciones diferenciales de Saint-Venant, ya
que tienen el mismo limite de estabilidad para |V, | <1.

4.2. Ecuaciones de Saint-Venant no conservativas

4.2.1. Construccién del sistema perturbado

Dentro del analisis de los sistemas continuos se procederd a realizar un
analisis de propagacién de perturbaciones del sistema de ecuaciones de Saint-
Venant en su version no conservativa (definicion 2.3), el cual se puede
desarrollar de la forma siguiente

Ecuacion de conservacion de masa:
2.3.54
E@(H,U;x,t):B(H;x,t)gﬁ—-l-ﬁ—[UA(H;x,t)]:O { )
ot 8x
Ecuacién de cantidad de movimiento:

o280 U, JOH | 0zp(x) | o e
WANH,U; x,t) = U It g Sy(H,U;x,t)=0

(2.3.55)

Las propiedades de propagacidon del sistema (2.3.54) y (2.3.55) se generan
introduciendo una pequefia perturbacién en la variables dependientes de la
forma siguiente:

H=H+h 5 [|H|>|n| (#2.

U=U+u ; [T >> |u] (4.2.2}
donde H y U son los valores de referencia, vy h y u son pequefas
perturbaciones que actiian sobre las variables dependientes, sustituyendo las
ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2) en (2.3.54) y (2.3.55), obteniéndose el sistema de
ecuaciones perturbadas de Saint-Venant en su versién no conservativa, como se
muestra a continuacioén:

B(§+h;x,t)@5:—h)+%[(ﬁ+u)A(ﬁ+h;x,t)]= 0 (4.2.3)

Q(f_—fa_ttEL (E+u)a(56;u)+ga(?;;h)+gg_i+g s (Fenbrundeo  @2g

r

\
Para determinar la influencia de las variables de referencia y perturbacién en
las variables que tiene dependencia paramétrica en las ecuaciones (4.2.3) y
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(4.2.4), se propone hacer uso de una expansién en serie de Frechét-Taylor

{subcapitulo 3.3.2), de forma que
B(ﬁ + R x, t)= B(E; X, t)+ h(x,t SB(H; x,1)

oH

ofjnf)

A(ITI+h;x,t) (th)+h( t)M(H—xt‘ |]h|[

Sf(}—f+h,5+u,x,t)= Sf(ﬁia;x,t)'i'h(x t\an (IZ;J 1 X, t)|[
H
+ ulx, t) +O[(||h“+”u||) ]

U |5

(4.2.5)

(4.2.6)

4.2.7)

Con el fin de tener una notacién mas compacta de las expansiones {4.2.5)-

(4.2.7), se considerara la siguiente notaciéon:
B = B(H;x,t)

8B(H ; x,
oH

EHE

g
A=A(H;x,t)
dA(H ;x,t)

oH

v para los términos que involucran la friccion se considera que
Sf= Sf-(ﬁ,ﬁ;x,t)

= B(ﬁ,x,t)= E

~ S
5, = 51l

fu =
aH ﬁ

) { Hm} '2i¢3”§?ﬂg

(4.2 8)

4.2.9)

(4.2.10)

4.2.11)

42,12

(4.2.13)
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S, - a5y (H,U; x,t)

fu AU |Ej
= 20/ i{s ” ' g ’
R( H:x, t) gR(H; X, t) (4.2.14)

Sustituyendo (4.2.8)-(4.2.14) en las expansiones en serie de Frechét-Taylor
(4.2.5)-(4.2.7), se tiene '

B(E+h;x,t)=§+h§,q +o(”h”2) (4.2.15)
A(H+h;x,t)=A+hB+0(|R|?) (4.2.16)
Sf»(ﬁ+h,l7+u;x,t)=§f +hSf, +usSy, +O[(Uh”+ﬂu[|)2] (4.2.17)

Una vez generadas las expansiones en serie de Fréchet-Taylor (ecuaciones
42.15 y 4.2.17), para continuar con el estudioc de propagacién de
perturbaciones se sustituyen estas expansiones en la ecuacion de perturbacién
de masa {4.2.3). Desarrollando, s¢ tiene '

g%i(az)@%agg;[gﬂég+g£+a@)h+

ot ox ox ox (4”2 . 18}

A% 28, ofjnf fntul)=o

Ademas, tomando en cuenta la expansién (4.2.17) en la ecuacién de cantidad
de movimiento (4.2.4)
U —~8U 8H 8z <
S UL+ g1 gZ g8, + 40U
ot * x t9 ox +g6x+g f7 ot ¥ 6x+

G+ | (| +1u])?]=0

du —=odu (U = dh
[—+gslfu}u+g5;c—+

ox (4.2.19)

Del sistema de ecuaciones perturbadas (4.2.18) y (4.2.19) se puede extraer la
parte que satisface las ecuaciones de masa y cantidad de movimiento para la
condicion de referencia, de forma que

=8H & {=—=
B—— 4+ — Al=0
= (Ua) (4.2.20)
oU —oU  9H (=

donde S, = -8z/0x es la pendiente longitudinal de la plantilla del fondo del canal.
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Entonces, las ecuaciones que describen el crecimiento o decaimiento de las
propiedades de propagacién de perturbaciones de las ecuaciones de Saint-
Venant no conservativas, o ecuaciones de perturbacion, son las siguientes:

2 Influ))=0 @222

.o, §H§HI:I_+§§H+53_§ h+§«a-u_+§-éu+0([|h ,

ot ox ot Ox ox ox Ox
du —ou (aU < oh <. [ 2]_
a—t'{'Ua'!'[ac—'l‘gSfUJU'*'gax+gSth+o(lthl+|IU||) ]—0 (4.2.23)

4.2.2. Andlisis de escalas multiples y localizacién

Realizando un analisis de escalas multiples similar al llevado a cabo para las
ecuaciones conservativas considerando nuevamente que para conocer el
comportamiento de cada uno de los términos de las ecuaciones de referencia
(4.2.20) y (4.2.21) hay que definir cuales términos son de igual magnitud, se
propone llevar a cabo un escalamiento, tomando un punto arbitrario (x,,t,) de

referencia en el espacio de solucién Q, de forma que:

H, = H{x,,t,) (4.2.24)

U, =Ulx,,t,) (4.2.25)

B, = B[H(x,,t,) ;X415 ) . (4.2.26)

A, = A[H(x,0t,) 1 %0,1,] (4.2.27)

So = Sp(x,) (4.2.28)

Sﬁ: = gf'[ﬁ(xo’to)’ﬁ(xo’to);xo’to] (4.2.29)

Definiendo las escalas de variables independientes de forma que

x-x
==z : (4.2.30)

[
== (4.2.31)

_ =
=7, (4.2.32)

o

y para las escalas de la variables dependientes y con dependencia paramétrica

H=H,H (X,T) (4.2.33)
U=UU{X1) (4.2.34)
B=B,B[H(X1);X1] (4.2.35)
(4.2.36)

A=Al x1):%1]
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5, = 5,5 (#237)

Sy =5¢,5; [H X1),UTX 1)K, 'I] (4.2.38)
Como paso subsecuente, sustituyendo los escalamientos (4.2.30)-(4.2.36) en

(4.2.20)
BoH, o+ 0H  UsA, 0 (U* A,)= 5
T oT £ X

wOH" 0 (p% %) _
- +-5}—(—(U A%)=0() (4.2.39)

La ecuacién anterior indica que los términos de la ecuacion de conservacion de
masa son de igual magnitud, y este principio se mantiene después de aplicar el
escalamiento.

Por otra parte, aplicando los escalamientos (4.2.30}-(4.2.32), (4.2.33), (4.2.34),
(4.2.37) v (4.2.38) en la ecuacién de cantidad de movimiento (4.2.21)
U, 8U" Ug ;+3U" | H, O0H ©_ss)=
| U g 2 O +gl5.S) -S,85)=0 (4.2.40)

y desarrollado

8U" _«8U H,8H & . .

Hy = - = 4.2,

U IS a0 (sfo.sf S,S5)=0 (4.2.41)
en la expresién anterior g H,/U2 = F72 = O(1), donde F, es el namero de Froude.
En el caso del término de friccion g=£/U2S; =O(/3) (ecuacion 4.1.63) y
gL/U2S, = O(1/8) (ecuacién 4.1.65). Entonces, la ecuacién (4.2.41) se puede

escribir como:

oU" LU H,3H 1 , gt
——tU g2 +g-\S; -S,JA S =0

aT x 92 Tex 9% (7, -5 'S (4 2.42)
o) o@) oQ) 0(1/8) - 0(1/8)

El término friccién tiene una representacion similar a la que se dedujo en las
ecuaciones conservativas, lo cual indica que la diferencia (S £ —So) =0(8).

Tomando en cuenta las caracteristicas del escalamiento anterior, con respecto a
las ecuaciones de referencia en un punto arbitrario (x,,t,) sobre las variables

lentas, para llevar a cabo el escalamiento de las ecuaciones de perturbacion
(4.2.22) y (4.2.23) es necesario introducir las siguientes escalas para el mismo
punto arbitrario sobre el dominio de soluciéon {x,.t,), en este caso para las

variables de perturbacion o de variacién rapida, las cuales son:

.
L.

100



EYY Propiedades de Propagacién de Esquemas Numéricos para la
Simulacién de Flujos a Superficie Libre
——————— — ————— ———— — — ——————— — — — ————— ———————
X=X
€= AL 2 (4.2.43)
_t-%
TR, (4.2.449)
donde
A
Ay =% (4.2.45)
[+
— = At
g = —é— =5 << 1 (4.2.46)
Ademas, las escalas para las variables dependientes de perturbacién son:
h=eHh (&,1) ' (4 .2.47)
u=¢eUu (&) (4.2.48)

Sustituyendo las ecuaciones (4.2.33)-{4.2.36), (4.2.43)-(4.2.48) en la ecuacidén
de perturbacién de masa (4.2.22)
eHoBy pr OR" | eHU,B, v on L AU, 4 u" , EAU, 8A” o

°U'B
At at Ax ac A-x ac % 3X

B, _« OH" Yo B, +dU" U B, , «8B" | « (4.2.49)

H,|—-2B °B 2}

© [%’ HFor T X egUath+O(a)0

o, también

«0h" .« «Bh  «0u  BA « OH LU . 0B
S +U'B A B +B Ole) = 0(4.2.50
B =+ 5C+ a(;+86X +8[H6T ax+UaJh+(8) ( )

considerando explicitamente unicamente los términos de orden Ofg)en la
ecuacion anterior

. on" v OR *

o x

(4.2.51)

Para el escalamiento de la ecuacién de cantidad de movimiento de perturbacion
(4.2.23) se sustituyen en esta las escalas (4.2.33)-(4.2.38) v (4.2.43)-(4.2.48), de
forma que
4 s * * *
sU, 0w’ sUZ wou’ o [U Ut Sy, Sfu}‘ pgPHo OR

2.1 :
A, & Ax i %X Y, Ay 8 (4.2.52)

ges, S5 h*+0(e2)=0

Finalmente, considerando los escalamientos del término de friccion (4.1.63) y
(4.1.65), y tomando en cuenta Unicamente los términos de orden Ofg) en

(4.2.52)
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u g g i gasf (Sfuu +Sf h )+O(s)=0 (4.2.53)

o og 2 3

A continuacidn se llevara a cabo un analisis de localizacién, tomando en cuenta
las definiciones de separacién de escalas (4.2.33)-(4.2.38), se puede escribir

que:
Ue,) = Ul )+ (- %0) 22 e S +oflle-x)+ E-t)P} @25y
Xosto xmto

)=t rbeon) re-n)Z sollte-x)r -t wass
y aplicando un escalamiento en las ecuaciones (4.2.54) y (4.2.55), de forma que:

* . 2
" » {x-x, oU t-1 ouU x—-x,) t-1,
uu =UU +( = )Uo 55 +( %")Uo 3T +O[UO[( = )+( % )} J (4.2.56)

xo nto xO ? tO

* L 2
eUu’ =elU,u’ + (x_x°)on o, (t-t°)on % .0 gU, (x~x0)+ (t*t° (4.2.57)
Ax 5C At ot Ax t

Considerando ademas, que la variacién de las escalas de magnitud pequeria
pueden evaluarse por medio de las ecuaciones (4.1.88) v (4.1.89), y aplicando
las magnitudes de los escalamientos anteriores en las ecuaciones (4.2.56) y

(4.2.57), se tiene que:
U" =1+0f) (4.2.58}
u =1+0(1) (4.2.59)

Nuevamente se puede mencionar que el resultado anterior indica que al
localizar el analisis sobre un punto arbitrario, las variables de referencia tienen
un comportamiento suave o de una magnitud casi estacionaria, y que las
variables de perturbacién tienen un comportamiento rapido o de una gran
variabilidad. En forma coloquial se dice que las variables de referencia pueden
ser localizadas y las variables de perturbacién no pueden localizadas.

Finalmente, el sistema de ecuaciones (4.2.51) y {4.2.53), después de la
localizacién, se puede escribir como:

* *

B, wu B M va, % 0E)=0 (4.2.60)

o ooag ac

ou” . du _H,on
_5"—+UOE+9 2 % +gasf (Sfuu +Sf h )+O(e)=0 (4.261)
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Buscando una solucién perturbatoria para las variables del sistema (4.2.60) y
(4.2.61)
" =h +eh; +Ole?) (4.2.62)
u* =) +eu] +Of?) (4.2.63)
entonces en la solucién para la condicién de ¢ — 07, el sistema de ecuaciones
(4.2.60) y (4.2.61) queda de la manera siguiente:

* * *

B, %"— +U,B, %%’- + A, a;‘c" =0 (4.2.64)
du, du, _H,0h, , .
ato + Uo -'-a*—él + gU—é) aco + ggSfo (Sfuouo + Sfﬁ°h0)= 0 (4.2.65)

Al realizar la localizacién del sistema de ecuaciones de perturbacion dentro de
un dominio de solucién espacial x «[0,L], donde se definié el escalamiento de
<4/L = O(1), al momento de escalar para las variables de perturbacién la variable
de longitud para la escala pequefia, se delimita en {=-x,/A, =~x,/e£ vy
§=(L—x,)/A, =(L-x,)e£. Cuando se tiene la condicién &¢— 0* el rango de
variacién de la escala longitudinal a nivel local es ¢ € (- ,«).

Después de aplicar el analisis local al sistema de ecuaciones {4.2.22) y (4.2.23),
se ha transformado de un problema de valor inicial, no lineal, de coeficientes
variables en un problema de valor inicial puro, lineal, de coeficientes
constantes, que en la versidon dimensional del sistema escalado de perturbacién
(4.2.64) v (4.2.65) se muestra del siguiente modo:

oh oh ou

B, S +UoBy ==+ 4, 2= =0 (4.2.66)
ou . du_ ok

Una forma alterna de trabajar los coeficientes del sistema de ecuaciones
anteriores es considerando las siguientes constantes simplificatorias. Y, en el
caso de los términos de friccidn, se propone hacer uso de las ecuaciones
(4.2.13)y (4.2.14}):

AO
D, B, (4.2.68)
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S dSy
9°fu, _gdH ,
WL AL
= 3‘* Ro TRZ (4.2.69)
s 35
g fu, gdU
/3
=20{£] ol _F, (4.2.70)
RO RO

Utilizando las relaciones anteriores en las ecuaciones (4.2.66) vy (4.2.67) se tiene

oh oh
5t TV o Do %0 | 4.2.71)

au du oh
n +U, ° 3x =4+ 952 +Fh+Fau=0 (4.2.72)

4.2.3 Andlisis de estabilidad

Contar con un problema sistema de ecuaciones de valor inicial puro, lineal y
de coeficientes constantes (4.2.71) y {4.2.72), permite aplicar una expansién en
serie de Fourier para obtener la solucién de n-ésima componente sobre las
variables de perturbacién, de forma que: h =he!***0 y y = geit**9 donde k
es ¢l namero de onda y o la frecuencia. Aplicando estas expansiones en serie
Fourier en el sistema de ecuaciones de perturbaciéon (4.2.71) y (4.2.72), y
desarrollando, se tiene:

i(kx—mt) O)_Uo "kDo }’1 0
e .‘ . = (4.2.73)
~gk+iF;, o-kU,+iF |4 0
La relacién de dispersién de la ecuacién (4.2.73) es:
2
o=k0, s g, 2 - B _ikp, w2

Aplicando la condicién de estabilidad practica o estricta, donde |o,/<0 en la

ecuacion (4.2.74) y extrayendo la parte imaginaria que esta dentro del radical
de la ecuacidn, se tiene:
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y2 12

72 Y F2
gD k% - —:% +k*D2F7 | -gDK%+ 74

S0 (4.2.75)

Dado que la condicién mas desfavorable en la inecuacién anterior se tiene para
sgn]- kD, F;]> 0. Aplicando este criterio y desarrollando, se tiene que:

2
{ D,Fy J <1 (4.2.76)

F4\.‘gDo

La ecuacién (4.2.76) es la condicion limite de estabilidad del sistema de
ecuaciones de Saint-Venant, versidn no conservativa (3.2.54) v (3.2.55). Por
otra parte, si se sustituyen las ecuaciones (4.2.69) y (4.2.70) en (4.2.76), de
forma que:

P ANUALA
37%|R, Ry OH|,| _ ! (4.2.77)
AN
Do 28 Y=ol JabD
e a[ Ro] RO g ° -
y, desarrollando, se tiene:
|Ve|<1
(4.2.78)
donde V, =|— 2D, dR F,| es el nimero de Vedernikov para un canal primatico
3R, dH|,
rectangular.

De lo anterior se puede concluir que independientemente del tipo de version de
ecuaciones de Saint-Venant que se maneje, la condicion de estabilidad limite es
la misma, y se define para |V, | <1, ecuacion (4.1.114) o (4.2.78).

Como puede observarse la condicion de estabilidad |V,|<1 es la misma para

las versiones conservativa y no conservativa de las ecuaciones de Saint-Venant.
Adicionalmente esta condicién es aplicable no solamente a un flujo de
referencia uniforme, sino a flujos de referencia gradualmente variados e incluso
transitorios. '
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CAPITULO 5

ANALISIS DEL ESQUEMA DE
PREISSMANN

En la practica de la ingenieria se hace necesario conocer el comportamiento del
flujo a superficie libre unidimensional en rios y canales, para uno o varios
puntos y para diferentes momentos. Esto es posible haciendo uso de las
ecuaciones unidimensionales de Saint-Venant (capitulo 2.3), con la salvedad de
que no es posible obtener una solucién explicita debido a que dichas
ecuaciones son diferenciales parciales no lineales, v en este momento no se
cuenta con las herramientas matematicas suficientes que permitan tener una
solucion general para cualquier condicién de frontera (Cunge, et al, 1980;
Abbott, 1979},

Debido a lo anterior, para solucionar las ecuaciones de flujo mencionadas
anteriormente se hace uso de una metodologia de aproximacién en diferencias
finitas o elemento finito. Esto se debe a que esta metodologia transforma el
sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales en un sistema de
ecuaciones algebraicas no lineales, donde se puede incluir cualquier condicién
de frontera, y la forma de solucién de las ecuaciones algebraicas es por medio
de diversos métodos numéricos del algebra lineal (Burden y Faires, 1985;
Gerald, 1987; Chapra y Canale, 1989; Celia v Gray, 1992; Press et al., 1992).
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Tomando en consideracién lo anterior, en esta parte del documento se
estudiaran, lo mas detalladamente posible, las propiedades de propagacién del
esquema implicito en diferencias finitas conocido bajo las siguientes
denominaciones: Esquema de Caja (Box Scheme), Esquema de Cuatro Puntos o,
simplemente, Esquema de Preissmann (Cunge y Wegner, 1964; Abbott, 1979;
Cunge, et al,, 1980; Abbott y Basco, 1989).

Anteriormente se han realizado diversos estudios de analisis de consistencia y
estabilidad del esquema de Preissmann (Abbott, 1979; Cunge et al, 1980; Lyn
y Goodwin, 1987; Abbott v Basco, 1989; Samuels y Skeels, 1990; Meselhe y
Holly, 1997}, pero dichos estudios no tienen caracter general, ya sea, por que
no utilizan las ecuaciones de Saint-Venant en forma completa (Abbott, 1979;
Cunge et al., 1980; Abbott y Basco, 1989), o porque eliminan el término de
friccibn y estudian una versién euleriana. Otros estudios mas completos
incluyen el término de friccién o una linealizaciéon del mismo (Lyn y Goodwin,
1987; Meselhe y Holly, 1997), pero sin considerar el efecto del factor de peso
temporal (Samuels y Skeels, 1990). Entonces, en esta parte del estudio se
propone realizar un andalisis lo mas completo posible del esquema de
Preissmann, considerando el uso de la metodologia para determinacién de
propagacion de perturbaciones como se propuso en el capitulo 3.

5.1. Analisis de consistencia

Se trata de una herramienta que permite estudiar el comportamiento asintético
que se involucra en el refinamiento de la malla o un conjunto de refinamientos,
en la discretizacién de Preissmann (Abbott, 1989) de las ecuaciones de Saint-
Venant en su versién conservativa diferencial (definicién 2.2). Para ello se toma
como punto de partida la definicion del sistema de ecuaciones por anahzar

donde

conservacion de masa:

cantidad de movimiento: o
~n = . e

M4, ;x,1)= 20 . 2 ZM $:\4 G;x,t)|=0 2353

(A.8xt)= 22+ |+ 94 T +8,(4,8;x,1) 2.353)

donde x es la coordenada en el sentido horizontal y ¢ el tiempo, como variables

independientes; A(x,t} vy O(x,t) el area y gasto respectivamente, como variables

dependientes; ademas (x,t)e Q =[0,L]x[0,7] delimitan el espacio de solucién; L,
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longitud de la conduccion; T, tiempo final de solucién; g, aceleracién de la
gravedad; hl4; x,t)= yl&;x,t}+ z,(x) 1a elevacion de la superficie libre del agua
desde un nivel de referencia; y(ﬁ; x,t) elevacion de la superficie libre del agua
medida desde la plantilla del fondo del canal; z,(x) la elevacién de la plantilla

del fondo del canal desde un nivel de referencia y Sy (ﬁ, O; x, t) la pendiente de

friccién (ecuacién 2.3.45).

El sistema de ecuaciones {2.3.52) y (2.3.53) constituye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera, que esta sujeto a las
condiciones iniciales para A(x,0)=A4,(x) v O(x,0)=Q,(x). Las condiciones de
frontera se definen para flujo subcritico y supercritico como se describen en las
ecuaciones (2.3.48)-(2.3.51).

Para discretizar el sistema continuo (2.3.52) y {2.3.53) en un esquema de
Preissmann (ldmina 5.1), se considera una funcién continua #:Q - %2, donde
Q(x,t) es el espacio de solucién y R el conjunto de los nimeros reales. A su vez
se tiene una variable discreta FJT‘ que se aproxima a ﬁ‘(xj,t,,)en un punto (x;,t,)
del espacio Q. Ademas, el espacio de solucién Q(x,t) es cubierto con una malla
uniforme de espaciado Ax para cualquier intervalo At, donde Ax=L/J,
At=T/N y J y N son numeros enteros e indican la cantidad de intervalos
computacionales de discretizacién espacial y temporal respectivamente, de
forma que Q(x;,t,) = Q(jAx,nAt) y el conjunto de puntos de los subindices j se

agrupan en el vector J,.

- N*
x r

(1-9)
P(xj‘rtn)

At

i J+1
v -y i

:
b

\ Ax |
b g |

| TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |

Léamina 5.1. Representacion en el plano x-t
del esquema de Preissmann {Box Scheme).

Entonces, la propuesta de discretizacién en diferencias finitas de Preissmann
(Abbott, 1979} para la derivada espacial, temporal y términos independientes se
describe a continuacion:
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Discretizacién de las derivadas temporales:

6F F!!+1 _F{t Fn-iil I;m1
=1~ J S A4 Chd 5.1.1
RN -
donde vy ¢ [1,0] es el factor de peso espacial.
Discretizacién de las derivadas espaciales:
- Fn+1 _ Fn+1 Fn
9F _ 9[_”1—,:! (1 9)[__{:LH___:| (5.1.2)
ox Ax Ax
donde 6 € [1,0] es el factor de peso temporal.
Discretizacion de los términos adicionales:
F=(0-0)[0-w)Fr +yFr o]0 -y)Frt + g rro] (5.1.3)

Entonces para construir el esquema en diferencias segin el esquema de
Preissmann de las ecuaciones de Saint-Venant conservativas (2.3.52) y (2.3.53)
se sustituyen los operadores de discretizacién (5.1.1)-(5.1.3), de forma que
An+1 _An An:11 J+1 Qn n+l Qr_n-l
At

1-y)= Y d +(1-9 “‘Ax +9 J”AxJ =0 (5.1.4)

(1%_:”)(0?1_0} )“"_( fy 1+1)+

j+1 =

e e])2fer 6
ga-o)fi- w)A“ Al |+l - war +yari]}

{89z, - 2 bt -1y )e

(5.1.5)

(1—9)[ )A"sJF +WATIS, +1]+e[( w)ATLS, "*Hm;‘:fsf;?:ll] }:0

Una vez que se tiene el sistema discreto (5.1.4) y (5.1.5), y para proceder al
estudio de la determinaciéon de la consistencia numeérica, se debe tomar en

cuenta que las variables discretas dependientes A;‘,Q;.‘ tienen valores sblo en la
posicién Pf x5t} Entonces se hace necesario proponer una funcién polinomial
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que pase por para cada punto de discretizacién del espacio, de manera que
A(xj,tn)= A}‘,Q(xj,tn)= Q}, y estas funciones polinomiales A y Q tienen la
propiedad de cumplir con requisitos suficientes de continuidad, de forma que
permitan aplicar una expansion en serie de Taylor de grado n.

Una vez definidos los requisitos de continuidad para las funciones polinomiales
A y Q, se propone realizar la aplicacién de un expansién en serie de Taylor
para cada uno de los cuatro puntos Flx;,t,,,), Fic;1,0), Flx;t,) v Fleja,t,), en
los que tiene influencia el esquema de Preissmann (lamina 5.1). Entonces, la
expansién de la esquina superior izquierda es:

F(xj,tml):F(x—wa,t+(1—0)At)

aF oF y2Ax? 8°F
= F(x,t) - wAx— 1-B)At— S
(x ) bt Ox (x,t)+( ) ot (x,t)+ 2! 6‘x2 (x,1)
2 2 2 a2 3 3 a3
(-t 2T +(1“e)"“ 62F| -‘”A;" a|:| +
Oxot (x.7) 21 ot f(x’:) 3! ox I(x‘_.t} {516)
y21-0)Ax*at 0°F | y(l-8PAxar® 8°F | N
2 2
2 ax®at|, 2 axdt?|
3 3 a3
) - E:' +O[(Ax+At)4]
31 o),

Para manejar una notacién mas compacta de esta expansién en serie de Taylor
y de las que se manejaran mas adelante, se consideran la siguiente notacion:

oFjox =F,, oF/ot=F, 0°%Fjox’=F,, o°Foxot=F,, 8°F/ot’ =F,, o%Fjox =F,,,
o°Fjox’ ot =F_,, 8°Floxot® =F,y &°F/ot° =F,. Sustituyendo esta notacién en la

expansion (5.1.6) se tiene:
Flx;o e, ) = Flx - wax, t + (1 - 6)At)

24,2 2.2
=F —yAxF, +(1—9)AtF, "'%Fm —W(l—e)AxAtFx, + (1—9)' At F, -
WanS 'Lp‘z(l - B)szAt \p(] - 8)2 AxAt2 {5.1.7)
TR Fet = Fo +
3! 2 2
3 443
(I;G)iﬁ“ +O{Ax + At Y]

3!

Por otra parte, las expansiones en serie de Taylor para las otras esquinas del
esquema de Preissmann son:

-
L
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Esquina superior derecha:

Fx_;+1’ n+1) F(x"'(]‘ )Mt"'(l G)At)

2
=F+(1-y)AxF, +(1-0)AtF, ﬁ»(l—"”z);ﬂﬁac +(1-y)1-0)AxatF, +
(5.1.8)

(1—-2)?&2 I:“(1 LQTAxs F+ (1-y)y (- e)szthm
2 2 3
(1—q;)(1—2e) AxAt 1 e[ At . +O[(Ax+m)4]

Esquina inferior izquierda:
Flx;,t, )= Flx ~yax,t - 6At)

2 2 2442 3 3
el ~ Yy Ax . D At . Y Ax _
=F -yAxF, —0AtF, + o1 F.. + WOAXALF,, + 51 F, 30 F e (5.1.9)
29A 52 82 AxAL? 3At
Y OAXTALE Y Fo — o ———Fp +O[(Ax+At)4]

2 2

Esquma inferior derecha:
F( Xjtlstn ) F(x"'(l W)AXt eAt)

2 4.2 2042
=F+(1-y)AxF, —0ALF, +(L_i2)~!-éx-—Fxx—(1—\p)eAxAtFxt+6§!t Fie +
(5.1.10)
(-wPax® . (@-yfeax®at.  (-wyp’aat®
TR 2 xoa ¥ 2 Xt
3443
9;“ Fm+0[(Ax+At)4]

Entonces, la consistencia numérica de los operadores de la propuesta de
Preissmann, tanto para la derivada temporal (5.1.1) como para la derivada
espacial {5.1.2) y para los términos independientes (5.1.3), se determina
sustituyendo en estas las expansiones (5.1.7)-(5.1.10} y desarrollando:

~ _ ap?
%I;: -F, +@Atﬁ, +E(—1é'!—“’)Ax2 Foe + l—lto’—%r?i@wm? Fu +O(Ax®,A8%)  (5.1.11)

OF _p _(-2v), p 1-3v+3¢% Lop _001-0) 3 a0
- =F - ArE, I ax ST A Fa +olax, ) (5112

F= F+ﬂé‘ﬂm2 Fre + (12 O)AtzF + O(Ax3 At3) (5.1.13)
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En el caso de que los valores de los factores de peso temporal y espacial sean
8=1/2 y yw=1/2, entonces ¢l orden de consistencia numeérica de los operadores

(5.1.14)-(5.1.16) es O(Ax ,At ) Para valores diferentes de los factores de peso, el
orden de consistencia es menor.

Finalmente, la consistencia numérica del esquema de Preissmann aplicado a
las ecuaciones de Saint-Venant (2.3.52) y (2.3.53) se determina sustituyendo en
estas las ecuaciones (5.1.11)-(5.1.13), de forma que:

2
LAQ)=A, +Q, +—£1i9)AtAtt - Q—*—‘—?}I—J)AmeC 412304367 2 A+
2 31
| (5.1.14)
“’(12_ W) g2 Apx — —1-—3"’3t;:)""—mc2 Qeer (12 9ar2q Quex +O[(Ax+At )3]

(1-20)
2

Q2
m/(A,Q)=Qt+(—KJ +gA(hx+Sf)+- AtQy +

X

y(l-vy), 1-36+30%  , (1-2y) [Q*
S5 Ame+————————3! At Qm+—-—2 AxAxx+

1-3v+3y?  o(Q%)  6(1-0) 2 Q%)
3! A o 2 A it

6(1-9)
2

(5.1.15)

g{ (2 W)szA +—— AtzAtt:I(hx +Sf)+

g A{(l -22W) Axh,_ + _1,_—3‘;:’ SV~ ax?h,, (12' %) e, +

“’—(IQ'"—W)Ax%f# +9—(]'2m—e)At28f”]+O[(Ax+ at )]

Del resultado anterior se puede evaluar el grado de aproximacion, el cual varia
dependiendo de los valores que puedan tomar los factores de peso espacial y
temporal. Entonces, si se tiene que los valores de los factores de peso estan
centrados en la célula de aproximacién de Preissmann, de manera que
v =0=1/2, entonces se determina que ¢l orden de aproximacién de (5.1.14) y

(5.1.15) es:
- ‘ 2 402
LAQ) = A, +Q, +O(Ax ,At ) 5.1.16)

mAA,Q)=Q, + (%2] +gAb, +8; )+ 0fax? + ar2) (5.1.17)
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Por otra parte, en el caso de tener un valor de y #1/2, 0% 1/2, y manteniendo el
rango de variacion ye[L,0], 8e[L,0], entonces el orden de consistencia de

(5.1.14) y (5.1.15) es:

UAQ) = A, +Q, +O(8x, A1) (5.1.18)

2 |
m(A,Q) = Q, +[9A-] +gAh, +Sf-)+O(Ax+At) (5.1.19)
X

Finalmente, el grado de consistencia numérica del esquema de Preissmann se
enuncia mediante el siguiente teorema:

Teorema 5.1. La aplicacién del esquema de Preissmann (5.1.1)-(5.1.3} en el
sistema de ecuaciones de Saint-Venant (2.3.52), (2.3.53) es consistente
numéricamente bajo cualquier norma, cuando se tiene un reﬁnam:ento de la
malla de forma que Ax,At—> 0.

Demostracion: Se toman los sistemas de ecuaciones (2.3.52), (2.3.53) v (5 1. 14)
(5.1.15) y se refina la malla, de forma que se llega a la szgulente aproximacion
bajo cualquier norma:

“ <§£ A,Q - @(A,Q) “ -0 cuandoAx,At - 0 (5.1.20)

“%(ﬁ, 8)- m(A,Q) >0 cuandoax,At -0 5.1.21)

Con la demostracion del Teorema 5.1 se concluye que el esquema de
Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant es consistente
numeéricamente.

5.2. Construccién del sistema perturbado

Continuando con el andlisis del esquema de Preissmann aplicado a las
ecuaciones de Saint-Venant conservativas (5.1.4) y (5.1.5), en esta parte se
determinara la propagacion de perturbaciones, introduciendo una pequefa
perturbacién que actiia sobre las variables dependientes de area y gasto, de
forma que:
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-_n
A;-' =A;+a

o w

Bed " 521

>, 522

n_ A" n . T
o =Ci+a; 5 |©
-/n -n - . . - -
donde A;, Q;son valores de referencia que tienen una variacién suave o lenta

dentro del dominio de solucién, y a;.‘ ) q;.‘ son pequefias perturbaciones que

actilan sobre los valores de referencia vy presentan una variaciéon brusca o
rapiday | .|, es cualquier tipo de norma sobre los valores discretos.

Tomando en cuenta, de manera similar a como se definié en el subcapitulo
(3.1), que las variables de referencia y de perturbaciéon son variables discretas,
por lo que s6lo tienen valores en los puntos de discretizacion del dominio, y con
el fin de evaluar las propiedades de propagacién de perturbaciones, se propone
introducir un polinomio que pase por cada punto del espacio de discretizacién

- —n —n = . aa.

Q=0lx .t ), de manera que Aj=A4;,Q;=Q;. En esta condicién, las
perturbaciones son pequefias variaciones sobre las variables de referencia
polinomiales. Los polinomios Aj,Q; tienen la propiedad de contar con los

suficientes requisitos de continuidad que permiten aplicar una derivada de
grado n .

Debido a que para el uso de las funciones polinomiales antes descritas es
necesario cambiar de notaciéon en las variables de las ecuaciones, tanto del
esquema de Preissmann (5.1.4) y (5.1.5) como al momento donde se introduce
una pequeiia perturbacion (ecuaciones 5.2.1 y 5.2.2), y con fin de tener una
notacién méas agil, se propone no cambiar de notacién de las variables en
cursiva por tipo times no cursiva, aunque el hecho de no hacer este cambio no
significa que se pierdan las propiedades de continuidad de los polinomios sobre
las variables de referencia antes mencionadas.

Entonces, para continuar con el estudio de la propagacién de perturbaciones,
se introducen las ecuaciones de perturbacién (5.2.1) y (5.2.2) en el esquema de
discretizacién en diferencias (5.1.4) y (5.1.5), de manera que:

Llay03)= L7 +a},0} +a})

(5.2.3)

(5.2.4)

M43,07)= T[4} +a} 0] +q})

Como se puede observar en (5.1.4), el operador de conservacién de masa S@()
es lineal. Por tanto, se puede separar en un operador para los términos de

114



Propiedades de Propagacion de Esquemas Numéricos para la
Simulacion de Flujos a Superficie Libre

referencia y otro para los de perturbacién, de manera que es posible escribir la
ecuacion (5.2.3) como:

Llar,07)= (33,0} )+ L} ) 52,9

Para el caso del operador de cantidad de movimiento M() (ecuacién 5.1.5), es

lineal sélo el primer término, y los demas términos son no lineales, por lo que
se propone llevar el estudlo de propagacion término a término donde se
presenten no lineales, de forma que para el segundo término de la ecuacién de
cantidad de movimiento (5.2.4), sea necesario aplicar una expansién binomial

debido a que | 7 | >»|a} |, (Nayfeh, 1980). Entonces
D

[6j+q?)2(z?+aj)-l li i +2Q,qu}|i j A?)-2]+ 5.2.6)

) I (=1, +la51,f]

G (GG A llbotal]] e

A+a LA
j j

Para el tercer término de (5.2.4), se tiene una dependencia paramétrica sobre la
variable dependiente de area, por lo que se propone aplicar una expansiéon en
serie de Frechét-Taylor (ecuaciéon 3.3.6), como se muestra a continuacién:

LELRLUALE S WIRL (1Y e

considerando una notacién mas compacta en la expansién (5.2.8)

— — — 2 529
h(A + a)}l =h} + al haj + O[ ” a? “D ) 529
donde se incluyen las siguientes variables de simplificacién
n —
hj = h(AE (5.2.10)
— dh(A) :
ha} = —4 5.2.11
77 oA [y et

Para el cuarto término de la ecuacién de cantidad de movimiento (5.2.4) se
tiene que la variable de la pendiente de fricciéon presenta una dependencia
parameétrica con respecto a las dos variables de referencia de area y gasto. Se
propone entonces aplicar una expansiéon en serie de Frechét-Taylor (ecuacion
3.3.6) en las dos dimensiones paramétricas, como se muestra a continuacion:
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8S¢(4,0) g 2S¢(A,Q)
%4 [G(1) I 8Q

” Bl 1)
(Il +1421,) ]

’ (5.2.12)
A su vez, una forma mas compacta de la ecuacion (5.2.12) es:

Sf(z+a,6+q);‘ = Sf-(z,ér +aj}

e — — — — 2
Sf-(A +a,Q+ q}} = Sf‘? +al SfA;-l +q; Sfo'; + O[ ( " a? "D + ”q}’" “D) :l (5.2.13)
donde se tienen las siguientes variables simplificatorias:

5,5 = 5,(A.0) (5.2.14)

o, n an '(A’ Q)

S1i=""8 |,

Ale; 1) (5.2.15)

'§f n o_ an(A,Q)
°j T _ (5.2.16)

T %Q k)

En el caso de las variables de simplificacién (5.2.15) v (5.2.16), si se hace uso
de la ecuacién de friccién dimensionalmente homogénea de Chezy-Manning

(2.3.45), entonces los términos §f;&"j‘, S fQ;‘ se definen por las ecuaciones
{(4.1.25) y (4.1.26) respectivamente.

Revisando las ecuaciones (5.2.7), (5.2.9) v (5.2.13), v teniendo de antemano que
el primer término de la ecuacién de cantidad de movimiento (5.2.4) es lineal, se
puede observar que para cada término de las ecuaciones antes mencionadas un
término depende exclusivamente de las variables de referencia y los demas
términos de las variables de perturbacién y de referencia en forma combinada.
Entonces, la ecuacién (5.2.4) se puede escribir de la forma siguiente:

Miaz,op)= ‘}%(E’} 6?] + ‘7%(2’},6?, aj ’q?) (5.2.17)

donde los operadores E@[E'},G?) v ‘WL[K?,@'}) satisfacen en forma exacta las
ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento {5.1.4) y (5.1.5) para las
variables de referencia, y los operadores ‘Eﬁ(a}*,q?) v %(E'},é?,a?,q}‘) definen

el sistema de ecuaciones de propagaciéon de perturbaciones del esquema de
Preissmann para las ecuaciones de Saint-Venant en su versién conservativa, y

la presentacién completa de los operadores de perturbacién son:
n+1 a’t n+l n n n n+l n+l

Ay —Aja 9j1-9; L9+ —4d
(,,q,) (- ) % +y Lt - I 4+ (1-9) J+Ax I 4+0 J“Axf =0 (5218
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n+1 n n+l

%(Zn 671 at qnj (1 W) q4; " —4; +quV+1 q.?+1 _
PR At At

—a2 3\ [ e\ —2 n+l —n n+l
(1_6) Q n Q n|_ 9 Q n+l Q n+l
e |\ Z2) T E S ), @)Y

Jj+l J
—\Tt n+l
199 .- "t -

A [\Aja j

{1 6{(1 A,+\yA,+1}+9[ w)AJ +w2?+11:|}

Loy

(5.2.19)

(1“6) # Z.n 0 | nna +1 7 n+l
{Ax [0 ido - ap sy o Lt Ragit - Ry s

(1-8)1 - y)a Srat +wah Sy, |+ ol - Wit ST+ walil Sy i |+ J+

(-0} - w5 + valaSal + o - v} 857" + w157 | } +
g{(l - 9)[(1 - w)a:} + \pa;-‘+1]+ 9[(1 - \y)a;-”l +ya} *1] }

{(1 9)[h,+1 ,:I+%[h?:11 —H'}H]

(-0l -s853 o553t vl (Je | <l ]

5.3. Analisis de localizacion

La metodologia de escalas multiples y localizacion, tal como se definié en el
capitulo 3, sdlo se puede aplicar sobre operadores continuos, y debido a que el
sistemma de ecuaciones (5.2.18) y (5.2.19) es un conjunto de operadores de
diferencias, aunque las variables sean continuas, a fin de cumplir con los
requisitos para aplicar el analisis de escalas v localizacidn es necesario un

andlisis de consistencia de los operadores discretos de ‘E@(aj-‘,q}‘) y
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M| a7,0%,a%.q7 |, haciendo uso de las expansiones en serie de Taylor de forma
J I j q_] » p

similar a lo realizado en el subcapitulo S.1.

Entonces, sustituyendo las expansiones en serie de Taylor para cada uno de los
cuatros puntos del esquema de Preissmann (ecuaciones 5.1.10-5.1.13} en los
operadores discretos (ecuaciones 5.2.18 y 5.2.19), y presentado sélo términos
con orden superior al lineal, se tiene :
2 2
ba bq, (-26), 0%a (-2y), o 9, ofpx?,a2)=0
at ox 2 ot 2 ax?

(5.3.1)

ot ox A2

2 52 2 (5 I 23 (5.3.2)
S RN )
o (I, +laz ], x| -0

Otra forma de evaluar la elevacion de la superficie libre del agua desde un nivel
de referencia es separando el tirante y la elevacién de la plantilla del fondo del
canal, de manera que h = h(ﬁ;.x,t):y(?l;x,tﬁ 2,(x), donde ,y(z;x,t) es el tirante
de la seccion transversal y z,(x) la elevacién de la plantilla del fondo del canal.
Ademas, si la variacién de la plantilla del fondo del canal permanece constante
en un tramo del canal, se puede considerar que 38z(x)/ox=-S,, donde S, es la
pendiente longitudinal de la plantilla del canal. Entonces, la ecuacién de
conservacion de masa (5.3.1) y cantidad de movimiento (5.3.2) se pueden
escribir de la forma siguiente:

_2 —
Qg-—@—[g-a]+-2%(i ]+gA[i%£—)+§an+§fo }+ga( +§fJ+

a®
;)

da aq (5.3.3)
Ax,At)=0
' 8 +0(AxAt) =
__2 —_ f—
g 0 |Q 010Q | Bthaa) = I
a—a{?a]+2—é}[—qu+gA[—La;c—)+San+Sfoq}+
(5.3.4)

ga[gg+§f —sbJ+o[( 631, a3, amar =0

Con el sistema de ecuaciones (5.3.3) vy (5.3.4), en este momento es posible
realizar el escalamiento para conocer si cada uno de los términos de estas

ecuaciones son de igual magnitud.
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Entonces, considerando un punto arbitrario de referencia (x,,z,) en el espacio
de solucién Q y alejado de la frontera 9Q, y tomando en cuenta que las

ecuaciones por escalar (5.3.3) v {5.3.4) tienen una formulacién similar a las
ecuaciones de perturbacién (4.1.43) y (4.1.44), desarrolladas en el subcapitulo
(4.1.2) y si, ademas, las variables de referencia cumplen con la separacién de
escalas (4.1.46)-(4.1.50), entonces es posible aplicar los escalamientos
siguientes: para las variables de referencia, ecuaciones (4.1.54)-(4.1.58); para
las variables independientes de escala lenta, ecuaciones (4.1.51)-(4.1.53) para
las variables independientes de escala rapida, ecuaciones (4.1.66)-(4.1.67); para
las variables de perturbacion, ecuaciones (4.1.70) y {(4.1.71), y para delimitar la
relacién entre las escalas lentas y rapidas, ecuacion (4.1.69). Tomando en
cuenta lo anterior, sustituyendo los escalamientos (4.1.70) vy (4.1.71) en (5.3.3)
y desarrollando, se tiene:
€A, da . eQ, 3q . 0(82)_ da aq

A, 1A, & "% & +0(e)=OfL +¢) (5.3.5)

Para lograr un adecuado escalamiento de la ecuacién de cantidad de
movimiento (5.3.4) se debe desarrollar su término convectivo, de forma similar
a como se manejo en el capitulo (4.1), ecuaciones (4.1.73) v (4.1.74). Entonces,
la ecuacidén de cantidad de movimiento (5.3.4) por escalar se presenta de esta
forma:

%z(q-ga][?ag_.g@ 290a_Q da o7 da,

dx A ox "}‘{52”3_2& ox

A

at A
(53.6)

~8h, By = —= -
ga[A_a?A_+a_z+sf—sb+Asf,,J+gAqsz+o[(||a||+||q|1)2,Ax,At]=o

Entonces, sustituyendo las escalas (4.1.54)-(4.1.58), (4.1.70) v (4.1.71) en
(5.3.6), y desarrollando

£Q, 0", 26 QF 1'(*_0*(1)(60 Q*aA*] LQ_E[QQL&J'_Q“ <'>*az"]+

A, Bt LA, A A X AT X | A AT A B 47 g
SA h * Ba* | h *ah;! Yy ay* * * * {537]
AxOA hy a +gaAoa[—c—£—2—A X +—é~§— 3% +S¢ Sy ~S,S, +Sp A Sp, |+
#ASEgA'q S}Q + O(az)=
0, también
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3_‘1*__,_282{;[(1*_9;&*](?2_9__%J+[ Q 6q —Q an

o A X A" X A ¥ p7 &
h, . da" h, [ «6hy Y, 0y €L .
A %ha Yo = a'8..S) -8, S )+
vz 3 +gaU§( X 'k, X ) U2 > <5157 -5, 53) 5-3.8)

et *ox -
957 S ala's;, +q" s}, |+ o) =0

En la expresiébn anterior se observa que y,/h, =0{) (ecuacién 4.1.62);
gh,/U2 =F2 = 0(1); la relacion entre el término de friccién v la plantilla del
canal para un flujo con tendencia a la normalizacién presenta un
comportamiento g(s?g/Uf)(Sfo —so)=o(s) (ecuacion 4.1.80), Por tanto, la
ecuacion (5.3.8) se escribe de la forma siguiente:

* * * *2
éq +22_6q _Q da’ h, o q"pt 02 da’
+t9-5 2 A aq

o A’ og A*? a U Sf A [a* S}A +q' S}o ]+- O(s) =0 (5.3.9

+g‘8

El sistema escalado (5.3.5) vy (5.3.9) es igual al sistema que resulté de un
escalamiento similar para el sistema continuo (4.1.72) y (4.1.81) (subcapitulo
4.1.2). Entonces, al aplicar el analisis de localizacién sobre el sistema (5.3.5) y
{5.3.9} se tendra el mismo resultado que se obtuvo del mismo tipo de analisis
en el subcapitulo 4.1.3, por lo que el sistema de ecuaciones localizadas en su
versién dimensional es

da oq

—+—==0

ot ox (5-3.10)
oq oq ..20a h da 1.
o, AUl T rg s Ak, Tovghas, +qS, |=0 (5.3.11)

Recordandose ademas que el resultado principal de aplicar el andlisis de
escalas multiples y localizacion al sistema de ecuaciones (5.3.3) v (5.3.4) es la
transformacién del problema original, que es de valor inicial no lineal con
coeficientes variables, por un problema de valor inicial puro lineal de
coeficientes constantes.

Considerando una forma alterna de trabajar los coeficientes de los términos de
friccién en la ecuacion de cantidad de movimiento (5.3.11) por medio de las
relaciones (4.1.98) — (4.1.100) definidas en el subcapitulo 4.1.2, entonces:

9gq 0 .2 da
2U, ==-Uil-F°)—+Fa+F,q=0
5t 5t TV 5 ( ) P! 29 (5.3.12)

—
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Retomando la propuesta de discretizaciéon de Preissmann en el sistema de
ecuaciones localizadas (5.3.10) y (5.3.12), al substituir los operadores de
derivada temporal, espacial y de términos independientes, ecuaciones (5.1.1)-
(5.1.3), se genera un sistema de ecuaciones discretas en diferencias finitas
lineal de coeficientes constantes como se muestra a continuacion:

a™-a"  a¥-4q" q.. -q° g t-g™
_ J i j+l J+1 _ eyl J J+l J - (5.3.13)
1-v) TRRES Sy +(1-90) remmtl 0
1- 1 -8
t-v) “’) a7t -]+ [QE‘I% - g} ]-2U — 0=8n, g2 2w, [4?1'11 -gp]-
-2}{1-6 2\ 6
vZf-F; 2)(—Ax—) @ -a]-u2- 2) it -] (5.3.14)

F {1 - el - y)at+ wal, [+ o1 - v+ yart )+

Py {@- ol - v+ vaha = ot - vl e wait ]} = 0

5.4. Analisis de estabilidad

Dado que el sistema escalado de diferencias (5.3.13) y (5.3.14) es lineal de
coeficientes constantes, entonces este sistema se puede solucionar aplicando
una expansién en serie discreta de Fourier, de la forma como se definidé en
(3.4.54), por lo que las componentes discretas de Fourier para las variables de
perturbacién se definen a continuacién:

a} =aljAx,nAt;m) = dafk)py, e*/* (5.4.1)

a? =q(jAx,nAt;m) = glk)pp, €'/ (5.4.2)
donde p%, es el factor de amplificacién del m-ésimo modo de Fourier y k el
numero de onda.

Sustituyendo las componentes de Fourier (5.4.1) y (5.4.2), para un modo
arbitrario de Fourier, en el sistema de ecuaciones discretas (5.3.13) y (5.3.14)

se tiene

p" e‘k”"{ {%@(p -1)+ %e"“"(p—l):l +c}{(1;xe) (e"’“hc —1)+ &p(eik‘&" —1)}} =0(543)
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p" e"’”“"{d[~ vz —R")[(—ljxf’) (e -1)+ ol —1)}

FJ1-0)1- v+ e )+ 0plt - g+ ye'ter |||+ 544
é[(i;t—lp)(p -1+ -&p}»eik‘“"(p -1)+ QU{(—IA:JEG—) (e"“" - 1)+ Ki—p(eik“ - 1)}-

Fz[(l—e)(l—q;+1pefk‘“")+ 9p(1—\p+we"k‘*"‘)]]}= 0

Considerando una forma alternativa de representar los términos exponenciales
tal que: .
etfa* 4 1= 242 cosfk Ax/2) (5.4.5)

et _1=2ie'* 2 sen(k Ax/2) (5.4.6)

Sea c =cos(kAx/2), s=sen(kax/2)y A=At/Ax, entonces:
p"e* it {g(p-1c+(Qy-1)is]+G2irs(l-6+6p)}=0 (5.4.7)

p" e””'”‘"{ a-2iv? (] — 72 hs(1 -0+ 0p)+ FAL(L— 0+ 0p)c + 2y ~1is]] +

(5.4.8)

-+ @y-1)is]+4iUrs(l-0+6p)+ FZAt(i ~6+0p)le+(y-1)is]li=0

y, ordenando (5.4.7) y (5.4.8) en forma matricial:
[ -+ (y-1)is] 2iAs(l-0+86p) T7T 17
al |o
n ik jax - 1) -

P 2i2fl- B his(l-6-+ 6p) -1 + @y -1)is] ) (5.4.9)

FAt(l -6+ 6p)c + (2y - 1)is] +41UAs(L-0+ 6p) 1 0

_+ 1 M+ Fatl-e+6pe+(y-1)is]| | | |

Utilizando el parametro de simplificacién matricial x propuesto por Morton
(Samuels y Skeels, 1990 )
e-e+y-1)is)i

2s{1 -0 +6p)
y reagrupando el sistema matricial (5.4.9) con base en parametro de
simplificacién (5.4.10)

K= (54.10)

K -1
a 0
p" ettt Uf(l-F;z) K =2U, = (5.4.11)
+iF1At[c+(2q;—1)is] +iF2At[c+(2Lp~1)is] g |0
i 2As 2\s oL

Entonces extrayendo el determinante de coeficientes e igualando a cero
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iFpatle + Ry -1is]] af . _2), iFAtle+@y-1is] _
2As +v3h-52)+ 2hs =0

k2 - :c[zvo - (5.4.12)

Por otra parte, tomando los valores de F: y F2 de las ecuaciones (4.1.99) y
(4.1.100), y desarrollando, se tiene:

d v
F-ga, S L oK) T1QlQ (1 21 dR_ oo 1, V) a4y
dA R,] RA, \A, 3R, dA|, " F,
Fy=oa, S| _oof %) QL 205,
2 0 dQ , Ro Rvo Uo (5‘.4‘.14)

Sustituyendo las ecuaciones (5.4.13) y (5.4.14) en (5.4.12) y considerando la
definicién del parametro de friccién I = gS, At se obtiene:

o2 x[zuo _ife+ %wx—s l)is]IJ FUR{l-F?)- ile+ (Q;LVS— 1)is]I [1 . %J =0 (54.15)
asi, la relacién de dispersion para de (5.4.11) es

«=U, - ile+ @y -1)is]I + \/gDo . ile+(@y-1)is] 1V, _[[c +(2y -1)is]I
2U As AS E, 2U s

]2 (5.4.16)

A fin de determinar el comportamiento de la variable x en la propagacién de

perturbaciones, sabiendo que x es una variable compleja, y dejando la ecuacién

(5.4.10) en funcién de p, se tiene:
_c+(2y-1)is-2irsx(l-6)
T c+(2y~1)is+2irskO

(5.4.17)

La condicidn de estabilidad estricta del esquema en diferencias se cumple para
un valor de |p|<1. Aplicando esta condicién limite de propagacién a la ecuacién
(5.4.17) resulta en:
_|e+y-1)is-2irsk(l-0)|
el = [c+(2y-1)is+2iAsxo|

<1 (5.4.18)

Dado que x se puede separar en una parte real e imaginaria, de forma que
x = Re(x)+iIm(x), por lo que de (5.4.18) se obtiene la siguiente relacién

Imfk Asc) < 425k 2(20 - 1) + A% Re(k) 2y - 1) (5-4.19)
La ecuacién anterior, en vista de la complejidad que introducen las expresiones
(5.4.10) v (5.4.16), implica que resulte muy dificil establecer una desigualdad
explicita para expresar la condicion de estabilidad en términos de los
parametros de discretizaciéon At, Ax, ¢ y y. Por lo anterior, a partir de este
momento se buscara un conjunto de condiciones de estabilidad suficientes que
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generalicen la condicién de estabilidad del esquema para cualquier condicion
de flujo. En términos matematicos, la consideracioén anterior, se puede expresar
a través de la siguiente desigualdad, que considera la combinacién mas
desfavorable en términos de la estabilidad del esquema:

max Im(kAsc) < min [1232| K |2(26 -1)+As? Re(x)(2y - 1):] =N (5.4.20)
k k

Con el objeto de simplificar el analisis, considérese ahora dos posibilidades
N<0 y N>0. Analizando primeramente la posibilidad X <0, la ecuacién
(5.4.20) se cumplira si méx Im(xAsc)<0.

k

Por otra parte, reordenando la relacion de dispersién (5.4.16) de manera de
extraer el término Im{xAsc), se tiene que:

2 R P
Im(xAsc) = - ;UI £ cIm[gD‘,?\zs2 +ife+(2y-1)is]rs I;e - [[c +@y - 1)1311] :l (5.4.21)

] 20,

o

Sustituyendo la condicién max Im{xAsc)<0 en (5.4.21) se llega a:
k

2

. 12
L clm[grDo7\2s2 +ife+(2y —1)isfrs Ve _ Fc ks @y - l)zs]I] ] <0 ; Vk 5422
5 F, | 2u,

Tomando en cuenta las siguientes variables simplificatorias:

2
_2U2ks (5.4.23)
clF,
2y —~1
- (_ig_)ﬁ 5.4.24)
y sustituyendo (5.4.23) y (5.4.24) en (5.4.22)
(5.4.25)

2
Im[(x2 +2EV, +E2 - 1)+ 2i{yV, - g)]” <1
Ademas, extrayendo la parte imaginaria de la ecuacién (5.4.25)

12
sen(u Ve —ﬁ)\/%{[f*(xve -8+ l? + 208V, €2 - 1)2} ~? =248V, —E2 + 1} <1 (5:4.26)

En la ecuacién anterior la condicién mas desfavorable se presenta para
sgn{xV, -¢) > 0. Entonces, de la ecuacién (5.4.26), tenemos:
|Ve|<1l ; VEk (5.4.27)

Esto constitfuye una condicion de estabilidad suficiente del esquema de
Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant conservativas para
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méax Im(kAsc)< 0. Por construccién, (5.4.27) automdaticamente implica, con

creces, la satisfacciéon de (5.4.20) para ¥ > 0. No obstante, la condicién definida
por {5.4.27) no indica la influencia que pueden tener los factores de peso y y 6
en la estabilidad del esquema. Entonces, analizando la condicién de estabilidad
de suficiencia en la parte derecha de la desigualdad (5.4.20) para el caso X>0,
se tiene:

%%_Tg)) . {1 i 11::2 8}(29 “1>0 5 vk (5.4.28)

En la relacién anterior se puede hacer notar que el esquema es estable para
y=1/2, 621/2. Si se tiene la condicidén de 0 <1/2, la ecuacion (5.4.28} se puede

escribir de la forma siguiente:
At < (/2 - y)ax ; Vk

Re(x){1 + I““2(“)}(29 -1) |

Re? ()

(5.4.29)

En efecto, se puede demostrar que una de las raices de «x, (x),) tiene el
siguiente limite, kgirnolm(x)(+) - —w, para esta condicién el esquema es
-

incondicionalmente inestable, y que para el caso mas desfavorable se presenta
para kAx -» 0, lo cual implicaria que el esquema seria estable para At<0 e

inestable para At 20 (Véase Anexo A, ecuacién A.21).

Ahora bien, si 6 >21/2, se pueden analizar dos posibilidades:
a) Para el limite de kAx —» O, si para la parte imaginaria de x se toma el signo
positivo del radical; se tiene que kiximolm(lc)m — —o, Entonces, (5.4.28) se
—>

cumplird siempre, ya que Re{k)= 0 (véase ecuaciones A.15, A.17 y A.21 del

Anexo A). Por lo tanto, en este caso, el esquema es estable.
b} Si la parte imaginaria k toma la raiz correspondiente al valor negativo del
radical kAlJicmOIm(u)(_) -» 0 y realizando una combinacién de las soluciones
-

para la parte real de k (anexo A, ecuaciones A.15 y A.17), se tiene que:

para la raiz positiva de la parte real de « :

y-1/2
——+(0-12)=0

Crt) ( ) (5.4.30)

para la raiz negativa de la parte real de «:
y-1/2 '
2(w _ 1/2)1 + (6 - 1/2) 20 (5.4.31)
Cri) + U
[+]
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donde C, es el ntuimero de Courant.

Entonces, las inecuaciones (5.4.30) y (5.4.31) indican la condicién de
estabilidad del esquema de Preissmann en funciéon de los valores de 8 y y, este
resultado es una condicién de estabilidad condicional influida por las
condiciones de flujo. Por tanto, si se desea que el esquema sea estable
independientemente de la condiciones de flujo, las condiciones de estabilidad
en términos de vy y 0, son:

Y= (5.4.32)

N | =

1
027 (5.4.33)

Es importante mencionar que la condiciéon de estabilidad independiente de las
caracteristicas del flujo se tiene para kgximclm(x)( )0, y=12y 0212,
-

Adicionalmente, la relacion (5.4.31) es similar a la reportada por Lyn y Goodwin
(1987), este resultado se ha reportado en la literatura (Abbott, 1979; Lyn y
Goodwin, 1987; Samuels y Skeels, 1990), por lo que el tinico caso que mantiene
una condicién de estabilidad es para y=1/2 y 621/2.

Entonces, se puede concluir que el segundo término de la izquierda de la
ecuacion (5.4.20) introduce una condiciéon de estabilidad condicional del
esquema de Preissmann y que es delimitada por la condicién de flujo, este tipo
de resultado fue determinado en forma experimental en la publicacién de Lyn y
Goodwin {1987), pero no fue demostrado por estos autores, adicionalmente en
el subcapitulo 5.5 se puede observar este resultado de estabilidad condicional
en las laminas (5.15 - 5.25), en donde se tiene la graficacién mif\x|p] de la

relacion de dispersion (5.4.17) para diferentes condiciones de flujo y diferentes
valores de y, & vy {V,[<1, con lo cual se confirma en forma analitica y
experimental que la Unica linea de estabilidad incondicional del plano w,8 e [1,0]
se tiene para y=12 y 621/2.

Finalmente, como resultado del analisis de propagacién de perturbaciones,
escalas multiples, localizacién y aplicacién del método de Fourier, del esquema
de Preissmann (5.1.1)-(5.1.3) aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant en su
version integral (2.3.46), (2.3.47) o diferencial (2.3.52), (2.3.53}), la condicién de
estabilidad se puede enunciar en el siguiente teorema:

Teorema 5.2. Sea el esquema de Preissmann (5.3.13)-{5.3.14) aplicado a las
ecuaciones de Saint-Venant en su version integrodiferencial (2.3.46), (2.3.47), o
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diferencial (2.3.52), (2.3.53), dado que se tiene una aproximacién consisternte en
diferencias (Teorema 5.1), este esquema es convergente en el sentido del
Teorema 3.1 “Equivalente de Lax” para las condiciones de estabilidad

incondicional |V,|<1, y=12 y 621/2.

Demostracion: Una vez determinada la condicién de estabilidad incondicional
tanto para la condicién |V, |<1 (5.4.27) como para los factores de peso y=1/2 y

821/2 y demostrado que el sistema es consistente (teorema 5.1) se demuestra

que bajo estos parametros el esquema es convergente cuando se tiene un
refinamiento de la malla Ax,At —» 0, debido a que los limites de estabilidad no

dependen de la configuracién de ésta.

También se puede hacer notar como resultado importante de este estudio de
estabilidad, dado que el teorema de Equivalencia de Lax se propone para un
problema evolutivo lineal bien planteado; en este caso se ha logrado ampliar la
aplicacion de este teorema a un problema evolutivo no lineal bien planteado,
como resultado del analisis de escalas multiples y de localizacién.

Para confirmar la validez de los resultados obtenidos, en el subcapitulo 5.8.3 se
presentara una serie de pruebas numéricas para diferentes condiciones de
flujo, lo cual permitird comprobar la bondad de esta metodologia.

5.5. Retratos de amplitud y fase

Para la graficacion de los retratos de amplitud vy fase de la relacién de
dispersién del esquema de Preissmann (ecuacion 5.4.17), y con el fin de tener
una secuencia rapida de localizacién de cada grafica, se propone la siguiente
clasificacion:

a) Retratos de amplitud que tienen una semejanza con las condiciones de flujo
de las que se hara uso en las pruebas numéricas en el subcapitulo 5.8.2.

a. 1) Condicion de flujo subcritico:

Las condiciones topolégicas y flujo subcritico de todas las pruebas numéricas a
los largo del documento se muestran en la tabla 5.1.
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Parametro Valor
considerado

Gasto [Q, = Q(x,0)] en (m?/s) 300
Ancho de la base del canal [b] en (m) 200
Talud de la pared del canal [ak] (adim.) 4
Rugosidad de Manning [n ] 0.025
Longitud del canal [L] en (m) 25000
Discretizacion espacial [Ax] en (m) 62.5
Tirante normal [y,] en (m) 2.19187
Tirante critico [y.] en (m) 0.60962
Numero de Froude [ F,] (adim.) 0.14431
Numero de Vedernikov [V,] (adim.) 0.09619

Tabla 5.1. Condiciones topolégicas y de flujo subcritico.

Para tener un mejor manejo de las laminas se propone la siguiente secuencia
de presentacién (tabla 5.2), en donde para cada retrato de amplitud se
consideran los ntimeros de Courant C, ={0.01,0.11,2,5,10,30,50,75,150}.

Nombre de identificacion "Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso
o W
Ret_amp_FsO1Pr 0.5 0.5
Ret_amp_Fs02Pr 0.6 0.5
Ret_amp_FsO3Pr 0.7 0.5
Ret_amp FsO4Pr 0.8 0.5
Ret_amp_FsOSPr 0.9 0.5
Ret_amp_ Fs06Pr 1.0 0.5

Tabla 5.2. Clasificacién de los retratos de amplitud para
flujo subcritico del esquema de Preissmann.

a.2) Condicién de flujo supercritico
En el caso de flujo supercritico las condiciones topolégicas y de flujo para todas

las pruebas desarrollas en el documento se puede consultar en la tabla 5.3. Los
datos de identificaciéon de los retratos de flujo supercritico se indican en la tabla

5.4.
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Parametro Valor
considerado

Gasto [Q, = Q(x,0)] en (m?/s) 300
Ancho de la base del canal [b].en {m) 200
Talud de la pared del canal [ak] (adim.) 4
Rugosidad de Manning [n ] 0.025
Longitud del canal [L] en {m) 25000
Discretizacién espacial [Ax] en (m) 62.5
Tirante normal [y, ] en (m) 0.49071
Tirante critico [y,] en (m) 0.60962
Numero de Froude [F, ] (adim.) 1.38634
Numero de Vedernikov [V, ] (adim.) 0.90607

Tabia 5.3. Condiciones topolégicas y de flujo supercritico.

Nombre de identificacion Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso
6 W
Ret_amp_FtO1Pr 0.5 0.5
Ret_amp_ FtO2Pr 0.6 0.5
Ret_amp_FtO3Pr 0.7 0.5
Ret_amp_ FtO4Pr 0.8 0.5
Ret_amp FtOSPr ' 0.9 0.5
Ret_amp FtO6Pr 1.0 0.5

Tabla 5.4. Clasificacion de los retratos de amplitud para
flujo supercritico del esquema de Preissmann.

b) Generacién de los planos de iso-estabilidad para la condicién méax(p) de la
K

relacion de dispersién (5.4.17) y para diferentes valores de los factores de peso
espacial y temporal en el rango 0¢[0l] v we[0]l], determinado para las

siguientes condicién de flujo:

Gasto (Q) = 1.0m3/s
Ancho de la base (b) =1.0m
Talud (ak) =0
Rugosidad de Manning (n) =0.025

A fin de identificar el tipo de plano de iso-estabilidad para cada tipo de
simulaciéon se tiene la tabla 5.5 de identificacién, en donde se modific
solamente la pendiente de friccién para buscar las condiciones de flujo, ya sea
de cambio de régimen o de la condicién de estabilidad limite (|V,| <1).
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Nombre de la Prueba Valor del Valor del
numero de numero de
de Froude Vedernikov

Fr Ve
max_p_01 0.0988 0.0173
max_p_02 0.9362 0.3168
max_p_03 0.9888 0.3346
max_p_04 1.0142 0.3511
max_p_05 1.0872 0.3848
max_p_06 1.5701 0.6188
max_p_07 2.3042 1.0001
max_p_08 2.3150 1.0068
max_p_09 3.2458 1.5173

Tabla 5.5. Clasificacién de las pruebas de iso-estabilidad
del esquema de Preissmann.

c) En las laminas de la relacién entre la fase numérica (relacién de dispersion
5.4.17) y la fase continua (relacién de dispersién 4.1.108), se presentaran los
resultados considerando exclusivamente para las condiciones de flujo en que se
realizaron las pruebas numéricas, las cuales quedan definidas en las tablas
54.vy5.5.

¢.1) Condicién de flujo subcritico

Tomando los valores topolégicos y de flujo de la tabla 5.1 y para tener un mejor
manejo de las laminas de los retratos de fase se propone la siguiente secuencia
de presentacién (tabla 5.5}, en donde para cada retrato de fase se consideran
los niimeros de Courant C, = {0.‘001,0‘.01,0.‘ 11, 2,5,10,30,50,75,150}:

Nombre de identificacién Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso
6 v
Ret_fas_FsO1Pr 0.5 0.5
Ret_fas_Fs02Pr 0.6 0.5
Ret_fas FsO3Pr 0.7 0.5
Ret_fas_Fs04Pr 0.8 0.5
Ret_fas_FsO5Pr 0.9 0.5
Ret_fas_FsQ6Pr 1.0 . 0.5

Tabla 5.6. Clasificacion de los retratos de fase para flujo
subcritico del esquema de Preissmann.
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la tabla 5.7, tomando en cuenta los datos de topologia v flujo de la tabla 5.3.

Nombre de identificacién Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso
0 L4
Ret_fas FtO1Pr 0.5 0.5
Ret_fas_FtO2Pr 0.6 0.5
Ret_fas FtO3Pr 0.7 0.5
Ret_fas FtO4Pr 0.8 0.5
Ret_fas FtOSPr 0.9 0.5
Ret_fas_FtO6Pr 1.0 0.5

Tabla 5.7. Clasificacién de los retratos de fase para
flujo supercritico esquema de Preissmann.
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5.6. Andlisis de convergencia del método de Picard

Hasta este momento el estudio de las propiedades de propagacion del esquema
de Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant se ha limitado a su
consistencia numérica y estabilidad. Sin embargo, al aplicar el esquema de
diferencias finitas al problema original de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas que también son no
lineales; esto implica que para su solucién se debe considerar el empleo de un
algoritmo iterativo (Paniconi, et al., 1991).

De tal modo, en esta parte del trabajo se realizara un analisis de convergencia
en un paso de tiempo At al aplicar la metodologia iterativa de Picard (Aldama y
Paniconi, 1991; Paniconi, et al., 1991; Baume y Malaterre, 1992). Con el fin de
tener un punto de comparacion con otra metodologia de solucién iterativa, en el
siguiente subcapitulo se analizara la metodologia de Newton-Raphson (Burden
y Faires, 1988; Fennema y Chaudry, 1989; Paniconi, et al.,, 1991), y ambos
estudios se aplicaran al sistema de ecuaciones algebraicas no lineales producto
de la aplicacién del esquema de Preissmann en las ecuaciones de flujo a
superficie libre unidimensional.

Cabe sefialar que en el apartado (5.1) se presentdé dicho esquema de
discretizacién. La forma que alli presenta el término convectivo de la ecuacién
de cantidad de movimiento (5.1.5) dificulta programar un algoritmo adecuado
para la actualizacién no lineal (ya sea por el método de Picard o por el de
Newton-Raphson). En vista de lo anterior, se propone manejar el término
convectivo de la ecuacién de cantidad de movimiento (2.3.52) desarrollando las
derivadas espaciales como muestra a continuacién:

~ o oy o~
P_.[Q_,_] Q00 Q04 (5.6.1)
ox|{ A
Ademas, para evaluar el término que contiene el nivel de la superficie libre del
agua, se considera que h(A;x,t)=y(A; x,t)+z(x), donde y(A;x,t) es el tirante en
la seccién transversal y z(x) la elevacién de la plantilla del canal. Por tanto, la

variacién espacial del nivel de la superficie libre del agua en {2.3.53), se puede
escribir de la forma siguiente, aflicando la regla de la cadena:

Bh(ﬁ;x, t) - ay(a;x,t . dz(x)
ox ox ox
ay(.;x," X, t_’ oA 1 8A (5.6.2)
= 2 78 O 8 x) = —pe on _
PA ox ) BlA; x,t) 0x S, ()

donde B(A4;x,t) es el ancho de la superficie del agua en la seccién transversal v
S,(x) la pendiente longitudinal del fondo del canal.
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Entonces, sustituyendo las ecuaciones (5.6.1) v (5.6.2) en la ecuaciéon de
cantidad de movimiento (2.3.53) y agrupando:

Q 2920 O2YoA 4. (3 =
m(A Q, x,t ) -:4——-—+(9D( )_F]a+ gA[Sf(A,Q,x,t)— Sb(x)]=0 {5.6.3)
donde D(A;x,t) = A/ B(4; x,?) es el tirante hidraulico.

Para el analisis de convergencia de la iteracién no lineal de Picard, se realizara
una aproximacion temporal en diferencias finitas a las ecuaciones de Saint-
Venant conservativas (2.3.52) y (5.6.3), como se muestra a continuacion:

N An+1,m+1 - AP 3Q n aQ n+l,m+1
n r_z,Ar_u+1,m+1, nelm+l) +{1-06Y 2| +0] == =0 {564
£ ( I RR S REES QJ ) At ( dx ox ( ]

n+lm+l _ ~n
9 9
At

z 2':(1 6 Q] Q[QJMI m}[(l 9)(‘25) +9(%g)n+l,m+l:l+
oo ofoo- ool

lo- 9)(Sf -5, )" +ofsy -5, ) u-g)ar +earimi)=o

+

i

%( ’Qn An+1m+1’Q?+l,m+l)

(56.5)

donde <£ vy 9" son operadores semidiscretos asociados respectivamente con

la ecuacién de conservacién de masa y de cantidad de movimiento; n es el
intervalo de tiempo; m es el identificador de actualizacién de los términos no
lineales y & es el factor de peso temporal.

Para determinar la propagacion del error en cada iteracién m en (5.64) y
(5.6.5), debe considerarse que el valor actual de las variables dependientes

tienen una pequena diferencia con respecto a la soluciéon exacta de forma que:

—n+lm --ﬁ+1,m
AMLm - AT g™ s A “>>uamu

(5.6.6)

Qn+1,m - 6

n+l,m m
vq" ;|

5n+1,m“ o> “ " H (5.6.7)

donde las variables (-)nfl son la solucién exacta a la cual deben tender las
variables a medida que progresan las iteraciones, y {s)"es €l error que se tiene
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en la iteracién m. Para evaluar el comportamiento del error en la solucién
iterada del esquema en diferencias se sustituyen las ecuaciones (5.6.6) y (5.6.7)
en (5.6.4) y (5.6.5), de forma que:

—n+l

— — m _ an
%‘[A”,Q",Anﬂ +am’Qn+l +qm) _ A +:t A 4 (5.6.8)
— Lm+1
1-0(22) 1o a(0+a)/"™
ox ox

+

— _ Antl m+l _ An
‘)%'(A“,Q",An+1+am,0n+l+qm)=Q +it Q

2[(1 - 9{%),1 L anu,m“ﬁ - e{ao]” + G(MJMLMI} +

A+a ox

n fooem n+lm
(- 9{ D - 3—2\ + G(QD(A + a) MJ (5.6.9)

A
[(1 G{BAJ oo A+a n+1m+1}
ox

[(1 9)(Sf —Sb)" +6(Sf(A+a Q+ ) Sbr+1m][(1 9)A"+6( am+1)]

Para desarrollar la ecuacidén (5.6.8), que es lineal, se pueden separar los
. i el N

términos que dependen de la solucién exacta (-)n y los términos de error en la

estimacioén (s)"*'. Entonces se puede tener que:

donde los operadores de £ (o) v %(o) de la ecuacién {5.6.10) son:

_ _ —n+1_ n n g n+l
%*(An,Qn,Am,le) - A__Zti +- 9{%9..) . 9(%1‘1} (56.11)
» e X
2lam,qm)= 4 —631”1“ 5.6.12
E@(a N )- v +9[axj (5.6.12)

En el desarrollo especifico de la ecuacién (5.6.9) para los términos no lineales y
con dependencia paramétrica, se puede hacer uso de una expansién en serie de
Frechét-Taylor, de igual manera que se realizd para el estudio de propagacién
de perturbaciones (subcapitulo 5.2), con la diferencia que en este caso la
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pequefia perturbacion sobre la variable dependiente es el error que se tiene en
la iteracién m. Entonces, haciendo uso de las ecuaciones (5.2.7), (5.2.9) y

(5.2.13) en la ecuacién {5.6.6), y en el caso del tirante hidraulico D(A+a) se

aplica una expansion serie de Frechét-Taylor similar a la desarrollada en la
ecuacion (5.2.9), separando ademas los términos que dependen de la solucién

——— 1 . .. .
exacta (o) v los términos de error en la estimacién (o)**!, se tiene que:
q
. ~ - v —n+l —n+l
W (4@ A +am G g )= 9 (470 A0 )+

C]%(An’ Qn,znﬂ’ 6n+1’am+1’ qm+1, am,qm) + (5.6.13)

of (Jam, +la1, ) +(lam ], [, )

donde los operadores de 97" (o) v () de la ecuacion (5.6.13) son:

—n+l

%w(An’Qn’Enﬂ’—nd-l) - Q .

+
At

2{(1 - e)(%}n ; e{%mJ[(l - e)[%%)n " e[%gm} +

[(1 ~6)s, -5, ) +6(S - sbr”][(i ~0)A™ 4 eZ"“]
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m+1

C”/L(An,on’Zn+1’5n+1’am+1’qm+1, .q ) th +

H{%Mla”‘ AMIM(I e)(aoj +e(%§-]n+l}+

2

<

r

0 n (6 n+l 8a\™ :
29 (1-9{-2-] +0 EJ [5%) + (5.6.15)
\

2....2 ya+l — yn+l A az n+l
gam| gba-22-| +2¢" 2| |(-o ] so| 221 14
A ) A ox ox

2\ _ =2 m+l
9 (1-—6{gD———2—] +9[9D-g-é— (%‘i) +

A A ) X
ge[ameA +q Sfo]{(l 9)A"+6An+1]

gea"“'l[(l ~0)S; - S, ) +6(Sy - sb)"“’"‘}

donde D=D(A) y Da=(9D/oA); son las variables de simplificacién de la
expansion en serie de Frechét-Taylor del tirante hidraulico.

Evidentemente E@"(A",Q”,* ,QRHJ 0Oy %*(A”,Q",EMI,@’M):O dado que
A’",(_)",EM1 N 5’”1 satisfacen en forma exacta las ecuaciones de referencia
(5.6.4) y (5.6.5). Esto se debe a que estos valores de referencia permanecen
invariables a medida que se realiza la actualizacién m, dado que los valores en
el tiempo n son constantes independientemente de la iteracion m que se esté
calculando. Ademas, los valores para n+1 con barra son la solucion exacta y
no cambian durante el proceso de convergencia, y de igual manera sucede con
los términos con dependencia paramétrica. De acuerdo con lo anterior

ég(am’qm)z 0 (5.6.16)
‘m(An’Qn’ E?Hl’6n+1’am+1,qm+1’am,qm) +
] (ja=], 1], +(fa], +le], ) -0 ss1m

Empleando una metodologia de escalas maultiples y localizacién similar a la
presentada en la seccidn 5.3 la ecuacion (5.6.17} se puede escribir como:
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m+1 m+] m+]
0 da
th +20U, (5;‘1) +6(gD, -U2) (‘a?) +g8 Aole Sy, +a"Sy, ]= 0 (56.18)
donde A, y Q, respectivamente representan valores localizados de A" y A"

n+1

de Q" v Q

Entonces, para construir el esquema completo de Preissmann para evaluar la
convergencia de las iteraciones no lineales se aplica una discretizacién espacial
al sistema de ecuaciones (5.6.16) y (5.6.18) de forma que:

( W)arm-l + \Pa?ﬁl +04 (q;g'ﬁl q;n.+1) 0 (5.6.19)

(1-w)g™ +yghtt +2U,04 (q;"fil q;"“)+ CYY (gD U2Xaﬁ“§1 T’“)—
(5.6.20)

v 219
-4t o[- vy a2 vlap +vaa]=o
4]

r

donde I=gS, At; V, es el nimero de Vedernikov y F, el nimero de Froude.

En la ecuacién(5.6.18} se han sustituido las variables Sf, ¥ Sg, por las

relaciones (4.1.99) y (4.1.100), ademas en (5.6.16) y (5.6.17) se han despreciado
los términos superiores al lineal, con lo cual se obtiene un sistema lineal y de
coeficientes constantes, que puede solucionarse aplicando el método de
Fourier. Entonces, si se busca una solucién para cada modo de Fourier que
permita analizarlo en forma independiente, se puede proponer que

at =, p eI (5.6.21)

qT = Gy pp e'PI (5.6.22)

donde q,,g, representan las amplitudes para el k-ésimo modo Fourier; pp el
factor de amplitud modificado asociado con el k-ésimo modo; i=+v-1 y
Be(-nn) es el namero de onda adimensional que corresponde para k-ésimo

modo. Sustituyendo las ecuaciones (5.6.21) y (5.6.22} en (5.6.19) y en (5.6.20),
vy desarrollando:

[ c+is2y-1) 2100 SR
ay 0
» _ 2 _ _
219;\SP(QD0 Uo ) [C + iS (2\'1 _ 1)][[} + ?I_BJ + ) = (5623)
281 1+Z‘-’- [c+is(2q;_1)] U, P 0
L F, 4iU M\0ps |

donde s = sen(B.x) ¥ ¢ = cos(B.x).

Una solucién del sistema (5.6.23) homogéneo se puede elaborar calculando el
determinante e igualando a cero de forma que:
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e e ]

P {[c +is (2\p ~1)]2 + 4iU 0rs e + is (2y - 1)]+ 4674252 (gDo - Uf)} +

(5.6.24
2 e visy-1)? + 4fe'~’xsr[1+ ﬁ] le+is@y-1)]=0 )
U, F
Y la relacion de dispersion del sistema (5.6.23) es:
Ze o (5.6.25)

ko [c +is(2y -1)] 4 4iU 0As{e + is 2y - 1))+ 46?2252 (gDo - Uf}
En el subcapitulo 5.4 se determiné que una condicién de estabilidad del
esquema de Preissmann es y =1/2. Entonces la relacion de dispersion (5.6.25)

se puede escribir como:
2 .
_28le” 4:B2Asd[1 + Ke-)
Y, F (5.6.26)

¢ +40%2s2{gD,, - U2 )+ 4iU OLsc

Pk

La condicién de convergencia de las iteraciones de Picard del esquema de
Preissman se define como [p,|<1 para cualquier modo arbitrario de Fourier
(Aldama y Paniconi, 1991), que al ser aplicada a la relaciéon de dispersion
(5.6.26) permite concluir que: a) En el caso de considerar un flujo ideal sin
friccion I=0 se tiene |py | =0; b) para el numero de onda de Nyquist {B, — =) se

tiene |pr|-»0, ambos resultados indican convergencia, y c) en caso de

frecuencia B, =0 se tiene una condicidn de convergencia, que se expresa de la

forma siguiente:
UO

At=
29S8

(5.6.27)

Para evaluar el resuitado del anélisis de convergencia del esquema de
Preissmann, utilizando el método iterativo de Picard, se muestran a
continuaciéon los retratos de amplitud para diferentes tipos de régimen. La
secuencia de clasificacion de los retratos de amplitud se puede consultar en las
tablas 5.6 y 5.7, los cuales se definen para:

Condicién de flujo subcritico:

Para cada retrato de amplitud se consideraron los numeros de Courant
C, ={0.01,0.11,2,5,10,30,50,75,150}, con las condiciones de topologia y flujo
especificadas en la tabla 5.1 y la clasificacién se puede consultar en la tabla
5.8.
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Nombre de identificaciéon Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso
0 Y
Ret_amp_ FsO1PrPi 0.5 0.5
Ret_amp_Fs02PrPi 0.6 0.5
Ret_amp_FsO3PrPi 0.7 0.5
Ret_amp Fs04PrPi 0.8 0.5
Ret_amp_FsO5SPrPi 0.9 0.5
Ret_amp_Fs06PrPi 1.0 0.5

Tabla 5.8. Clasificacion de los retratos de amplitud para
flujo subcritico del esquema de Preissmann, bajo la iteracién de Picard.

Condicion de flujo supercritico

En este caso se analizaron los retratos de amplitud para los mismos niimeros
de Courant que para flujo subcritico, la clasificacién se puede consultar en la
tabla 5.9. Las condiciones topolédgicas vy de flujo son las especificadas en la
tabla 5.3. '

Nombre de identificaciéon ' Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso
6 Y
Ret_amp_FtO1PrPi 0.5 0.5
Ret_amp_ Ft02PrPi 0.6 0.5
Ret_amp_FtO3PrPi 0.7 0.5
Ret_amp_ Ft04PrPi 0.8 0.5
Ret_amp_ FtOSPrPi 0.9 0.5
Retiamp_FtO6PrPi 1.0 0.5

Tabla 5.9, Clasificacién de los retratos de amplitud para flujo
supercritico del esquema de Preissmann, bajo la iteracién de Picard.
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Lamina 5.37. Caso Ret_ amp_ FsO3PrPi.
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Lamina 5.40. Caso Ret_amp_FsO6PrPi.
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Lamina 5.41. Caso Ret_amp_FtO1PrPi.
y=05
6=06 .
[e] 2
1 b,
0.1
e =w.z — -1 001 0
10 10 10
k Ax
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Lamina 5.43. Caso Ret_amp_ FtO3PrPi.
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Lamina 5.44. Caso Ret_amp_Ft04PrPi.
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MNQ (A?’ Q;l’ A?+1’m+1: Q}L+1,m+1)= cmP( (A?? ?7 A;’l+1'm+1’ Q‘?+1,m+1)+
n+tlm+l _ an+lm)m*[an An an+lm n+1,m) 5.7.12
(A A )"' (AJ’QJ’Aj 'Q; * ( )

( n+l,m+l _ Qn+1,m) ®* (A?,Q?,A;“’m,o?ﬂ’m)
donde n es el intervalo de tiempo; m es el identificador de actualizacion de los
términos no lineales, 8 es el factor de peso temporal, v la discretizacién de £" v
®" son:
E* (A;l, Q;;’ Al?+l,m’Q}l+1,m) =

oo A ool o2
ool o) oty ey
ofe-of @) (2"

oltt- oS, -, + ASy, P +ofs; -, + asy, Fim]

o (7,07, am+bm, Qreim) <

-9 2o e fo-o(22) o2
,2[(1-9)( A_% J"w( :% Jm,m}[@ . )[Z:J +e@§)mm} 7,14

alt- 0)AS, " +0A sz"“'m]

De manera similar al desarrollo del subcapitulo anterior, para determinar la
propagacioén del error en cada iteracién m en (5.7.12) , debe considerarse que el
valor actual de las variables dependientes tienen una pequefia diferencia con
respecto a la solucién exacta (ecuaciones 5.6.6 y 5.6.7), entonces sustituyendo
(5.6.6) ¥ (5.6.7) en (5.7.12) se tiene

m;{’e (A.?’Q.?’ Ar}+l,m+1’ Qr_L+1,m+l)= %;! (A?, Q?, A;}+1,m+1, Q}t+1,m+1)+
At ram, gt 5.7.15
(am+1 - am) ( Q} ,AJ m’Qj +qu+ ( )

- -an) o (47,00, 27 +am 0 )
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Ademas, para evaluar los términos no lineales y con dependencia paramétrica
en la ecuacién (5.7.15), se puede utilizar una expansiéon en serie de Frechét-
Taylor con un procedimiento similar al que se siguidé para la ecuacién de
cantidad de movimiento (5.6.13). Entonces haciendo uso de las ecuaciones
(5.2.7), (5.2.9) ¥ {5.2.13) en la ecuacién (5.7.15), y para el caso de los términos

—n+l

_[ o n“ am,6.?+l+qmj y ®( Q% Aj ”‘,6’}'+1+qu, se puede

aplicar nuevamente una expansiéon en serie de Fréchét-Taylor; pero, en este
caso, similar a la utilizada para la evaluacion de la propagacién de
perturbaciones del término de friccién (ecuacién 5.2.12). Ademas, escribiendo

. . .. —n+l . R
los términos que dependen de la solucién exacta como (s} , y los términos de

)m+1

error en la estimacién (o)"*', entonces se tiene

‘m/}}e (A?, Ql?,A;lﬂ,ma-l,Q?«rl,m-ﬂ): c’%;l (An’ Qn’z , Qn+1)
%R(AH,QH,ZHH,GHH,amH,qm+1,am,qm) +
(am+1 _am) = (A?, ; n+1’Qn+l) (5.7.16)
(qm+1 __qm) ( QJ ,Ai;l+1 6;&1)
(e, #la™ )+l +lon )]
donde C}%;i[An’Qn,*n ,Qnﬂ) cmﬁ(An’Qn,znﬂ’—o—nﬂ’amﬂ,qmﬂ’am,qu son

operadores que se evalllan segin las ecuaciones (5.6.14) v (5.6.159).

El operador %;(A“,Q”,u ,Qnﬂ) satisface en forma exacta las ecuaciones de

referencia (5.6.5), por lo que su valor es nulo, debido a que los valores de

—n+l1 —n+l . . . .
referencia A",Q",A"  y Q permanecen invariables a medida que se realiza

la actualizacion m, dado que los valores en el tiempo n son constantes
independientemente de la iteracién m que se calcule y los valores para n +1
con barra son la solucidn exacta, la cual no cambia durante el proceso de
convergencia. De igual manera sucede con los términos con dependencia
paramétrica, tomando en cuenta lo anterior la ecuacidén (5.7.16) se puede
escribir como:
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y —n+l —n+l
mm(An,Qn,A ,Q ’am+l’qm+l,am’qm)+

(am+1 _._am,) E* (A?,Q?,E?+l,a?+lJ+
* —n+l —n+l .
(qm-i-l _qm) © (A}l, ;",A?{” ,Q;"' )+ {5.7.17)

of (Jamt1, a1}, +(Ja" ], +la],) |0

Llevando a cabo un analisis de escalas multiples y localizacién similar a la
presentada en la seccién 5.3 y 5.6 la ecuacidn (5.7.17) se puede escribir como:
g™ aq ™" 2)(2a)"™" m m
— +20U, (-5;) +6{gD, -Uo)(-é-;) +g0A.la Sy, +4 sfoo]+ (5.7.18)

donde A, y Q, respectivamente representan los valores localizados de A™ y

—n+l

A" yde o*y O™

Entonces, para construir el esquema completo de Preissmann para evaluar la
convergencia sobre las iteraciones no lineales por la metodologia de Newton-
Raphson se aplica una discretizaciéon espacial al sistema de ecuaciones (5.6.12)
y (5.7.18) de forma que:

(- w)a}“"l +yaTil +04 (qj?ﬁl - q}n*l ) =0 (5.7.19)

(- w)a* + gl + 20,00 gt - g7+ )+ (gD, ~ U2 faTiit - aP )

v 216
-2 1[1 + -ﬁ'?-] 9[(1 -ylal + wa?'i1]+ T la- wal + ‘Vq.?iz]‘ (5.7.20)
[+}

r

V.
21 1o 7 1wl o vt - - vt -vaal-
:

216
= |- v +walit - (- v - vl |=0
L]

donde I=gS;At; V, es el numero de Vedernikov y F, el nimero de Froude.

Debido a que el sistema (5.7.19) y (5.7.20) es lineal y de coeficientes constantes,
es posible solucionarlo aplicando el método de Fourier. Entonces si se busca
una soluciént para cada modo de Fourier que permita analizarlo en forma
independiente, se puede proponer hacer uso de las expansiones discretas de
Fourier {5.6.19), (5.6.20), que al sustituirlas en (5.7.19) y (5.7.20), y
desarrollando, se tiene: -
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- - - -

i c +is(2y - 1) 275
de| |0
. .. 216
2197LSP(9D0 - Ug)— [c+is{ey - 1)](;) T J + _ (5.7.21)
L]
291(1 + %} [c+is @y -1)]- 4iU ABps + 4| |0
’ .‘ 21
(p—l)[c+zs 1=2y)|—
p-De+is- 2\;:)]21[1 + 5] ( ) Us
! F, L4 L

donde s=sen(B.x) v ¢ = cos(Bx).

Entonces calculando el determinante ¢ igualando a cero, se obtiene la relacion
de dispersién del sistema (5.7.21):

of = {_ 201 +isay-1)? - 41-9213:(1 . ;_J o+ is@y—1)]+

] r

[02 +s% 2y - 1)2]§ +4®As[c +is(1 - 21;;)]{(1 + EJ} :

o F, (5.7.22)

{[c +is(2y -~ 1)] 24 4iU OAs [c + is(2y - 1)]+ 4622252 (gDo -U2 )+

b+ - P awnde st -2l 1+ Z‘_}}

24 r

Una condicién de estabilidad incondicional del esquema de Preissmann es
v =1/2 (subcapitulo 5.4). En ese caso la relacién de dispersion (5.7.22) se puede
escribir como:

2Ic?

(0-1)+48(1- 9)7Lsc1(1 . %J

r

(5.7.23)

Q

Pr =
c? [1 + 31—] + 462}@32(9]_)0 - Uf)-t- 4i97tsc[Uo + I(l + %e-]]

] r

La condicion de convergencia de las iteraciones de Newton-Rapson, del
esquema de Preissman, estéa definida para |p, | <1. Al aplicarla en la relacién de

dispersion (5.7.23}, se concluye que: a} En el caso de considerar un flujo ideal
sin fricciébn I=0 se tiene |p,|=0; b) para la frecuencia de Nyquist se tiene
|pr | — 0, ambos resultados indican convergencia, y ¢) en caso de frecuencia
B. =0 se tiene una condicién de convergencia condicionada, que se expresa de
la forma siguiente:

167



Propiedades de Propagacion de Esquemas Numéricos para la
Simulacién de Flujos a Superficie Libre

2
4{‘; 29 6-2)- %I— <1 (5.7.24)
0

0

En la inecuacion anterior se puede observar que si los valores del factor de peso
temporal son 6 < [0,1], aplicada en la expresién (5.7.24) siempre se cumple. Para

otros valores de f, es necesario determinar [p,.| a fin de evaluar la

convergencia del método. No obstante para 6 =1 (esquema totalmente implicito)
de (5.7.23) se obtiene p; =0, lo cual indica convergencia incondicional.

Para evaluar el resultado del analisis de convergencia del esquema de
Preissmann utilizando el método iterativo de Newton-Raphson, se muestran a
continuacidon los retratos de amplitud para diferentes tipos de régimen. La
secuencia de clasificacidon de los retratos de amplitud se puede consultar en las
tablas 5.10 y 5.11, los cuales se definen para:

Condicién de flujo subcritico:

Los retratos de amplitud para flujo subcritico bajo las condiciones especificadas
en la tabla 5.1 y para los nuameros de Courant
C, ={0.01,0.11,2, 5,10,30,50,75,150}, se clasifican en la tabla 5.10.

Nombre de identificacién Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso
0 \4
Ret_amp_ FsO1PrNe 0.5 0.5
Ret_amp_FsO2PrNe 0.6 0.5
Ret_amp_Fs0O3PrNe 0.7 0.5
Ret_amp_ Fs04PrNe 0.8 0.5
Ret_amp_Fs05PrNe 0.9 0.5
Ret_amp_Fs06PrNe 1.0 0.5

Tabla 5.10. Clasificacién de los retratos de amplitud para flujo
subceritico del esquema de Preissmann, bajo la iteraciéon de Newton-Raphson.

Se puede observar en la relacién de dispersion (5.7.21) que para un valor 6 =1el
valor de la amplitud es |pg |=0, entonces el retrato de amplitud

Ret_amp_Fs06PrNe no es necesario realizar la grafica.

.
[
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el

Condicién de flujo supercritico:

De manera similar para cada retrato de amplitud se consideran los ntimeros de
Courant ¢, ={0.01,0.11,2,5,10,30,50,75,150} (tabla 5.11), donde la condiciones

de flujo se especifican en la tabla 5.3.

Nombre de identificacién
del retrato de amplitud

Valores de los
factores de Peso

0 L4
Ret_amp_FtO1PrNe 0.5 0.5
Ret_amp_ FtO2PrNe 0.6 0.5
Ret_amp_FtO3PrNe 0.7 0.5
Ret_amp_Ft04PrNe 0.8 0.5
Ret_amp_FtOSPrNe 0.9 0.5
Ret_amp_ FtO6PrNe 1.0 0.5

Tabla 5.11 Clasificacion de los retratos de amplitud para flujo

supercritico del esquema de Preissmann, bajo la iteracién de Newton-Raphson.

De igual manera que en el caso de flujo subcritico para un valor 6 =1el valor de
la amplitud es |p, |=0, entonces el retrato de amplitud Ret_amp_FtO6PrNe no

es necesario realizar la grafica.
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5.8. Pruebas numeéricas

5.8.1. Programacién del esquema con la metodologia de Picard

- En este apartado se construira el algoritmo que permita generar el cédigo de
programacién del esquema en diferencias finitas de Preissmann, aplicado a las
-ecuaciones de Saint-Venant en su version conservativa diferencial {ecuaciones
©2:2,3.52) y (2.3.53). Aunque en el apartado (5.1) se presenté este esquema de
.. “discretizacion, la forma que alli presenta el término convectivo de la ecuacién
© . de cantidad de movimiento (5.1.5) no permite programar un algoritmo
-adecuado para la actualizacién no lineal (ya sea por el método de Picard o por el
de Newton-Raphson). En vista de lo anterior, se propone manejar el término
... convectivo de la ecuacién de cantidad de movimiento y la evaluacién del
- término que contiene el nivel de la superficie libre del agua, como se presenté
en el subcapitulo (5.6), ecuaciones (5.6.1 y 5.6.2).

Asi, sustituyendo los operadores (5.1.1)-(5.1.3) en (2.3.52) y (5.6.3), como se
muestra a continuacién, se tiene:
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An+1 —A"‘ A;r.:ll J+1 Q]+1 Qn. Q;z:-ll n+1
(-y)— +y +(1-9)
At At Ax

- llJ)( el ) (Q;lfll Q}‘+1)+

2{“‘9)[‘“@(%1+w[%)fJ+e[u ST

[€=9er,-0p)- Llogst -0
{(1—0)[(1—@[9—3-—%2-)# +\u[ gmi—zl} (5.8.2)
ol 5 2]

(€= Do~ ap)e 2 bt -]

Ax

{(1 e)[(1 w)(s; - Sb) +lSp - Sp)7. ]+e[(1-\p)(sf-sb)f+1+w(sf-—sb)11*;‘]}
{a- 9)[(1 q;)A,+\pAJ+'1]+e[(1 w)An*1+wA;‘:11} 0

=0 (5.8.1)

Dado. que la ecuacion de cantidad de movimiento (5.8.2) es no lineal, para
establecér una estrategia de solucién iterativa mediante el método de Picard, se
propone separar los términos que producen la no linealidad, indicando la
iteraciébn en que son resueltos y haciendo uso del subindice m . De esta forma

las ecuaciones (5.8.1) v {5.8.2) se pueden escribir asi:
An+1 m+l _ an ARTLm+l | an

J j i+l j+1
+ + 5.8.3
{t-v) " y — (5.8.3)

Q?+1 _ Q;t, Q;r.:ll Jm+l Q?+1,m+1
(1 - G) Ax Ax

=0
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(ow)gnesmn_ gz} ¥ (greimet - )+

At
H]_ [(1 e)( ?+I )+ A_ex_ ( ;1_:-11 Sl Q;}+1,m+1)] +
[(1 9 ( ]+1 - )+ K.ex_ (A?:ll ,metl A;1+1,m+1)} + (>.8.4)

11 {(-0ft- w)ag+ vap, oo -wapmeis yarima ] o

donde

m = 2(-6) [(1 - w)(%]: . w(%lj : 29[(1 - w)[%]j“’m ; q{%]:j 589

m, = (- e)[@ w)( E_%f w[ %-%Z); +

o \R+Lm 5 \R+Lm (5.8.6)
oo 5 %
A?). B A?)
j _ J+l i
HS "'g(l 0 l_(]‘ W) Sf Sb) +W(Sf Sb)ﬁ.lJ (5.8.7)

g 9[ W) Sf Sb)n+1 Mo \V(Sf -8, )Jn:il m]

Como se puede observar en las ecuaciones (5.8.3) y {5.8.4) éstas tienen
términos que solo estan en funcién de la iteracion m+1, y los términos 11,11,y

I, se evaluian en la iteracidén m.

Entonces, €l procedimiento de solucion consiste en dar un valor a las variables
dependientes para la iteracién m y evaluar los términos I1,,IL,y II,. Para la

primera iteracién se proponen los valores en el instante n, y en los casos
subsecuentes el resultado que se tenga para m+1, una vez conocidos los
términos II,II,y I,. Entonces, el sistema de ecuaciones (5.8.3} y (5.8.4) se

convierte en un problema lineal, lo cual permite determinar los valores de la
variables dependientes en la iteracién m+1. Una vez que se tiene el resultado
de la iteracién m+1, se compara con el propuesto en la iteracién m vy, si la
diferencia o error de convergencia es menor a una tolerancia preestablecida
entonces se tiene una solucién convergente para un error dado, vy en este
momento se estd en posibilidades de determinar la solucién para el siguiente
intervalo At. La forma de evaluar el error en la convergencia no lineal es
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-|amin ] ‘ <e (5.8.8)

L]

\ “ An+1,m+l

’“ Qn+1,m+1 "w _” Qn+1,m “w ‘ <e 6589

donde A™M™ y Q™M™ es el vector de valores de area y gasto respectivamente
en el dominio de solucién, v € es una tolerancia arbitraria preestablecida.

Otra forma de manejar el sistema de ecuaciones (5.8.3) y (5.8.4), que facilita la
programacion, es ordenar ambas ecuaciones en funcién de las variables para el
instante n+1 y la iteracién m +1, como ahora se muestra a continuacion:

n+l,m+1 n+l,m+1 n+lm+l n+lm+l _ 5.8.10
“Qj i, TaQpn T+ AT = By (5.8.10)
n+l,m+l n+lm+l +1l,m+l n+l,m+1
220; + by Aj +eQi™ ! + A AT = B, (5.8.11)

donde los coeficientes a;, by, ¢, dy, a3, by, c3, dy, @y, by, ¢;, By V¥ E, son
constantes para la iteraciéon m, y se evallan como

6
&= (5.8.12)
_-v)
by =" (5.8.13)
A= T4 (5.8.14)
=¥
4 = . (5.8.15)
1-6
Ey = dy Aj, + b Af -5 )( 1 - Qf ) (5.8.16)
Qn = b1 +ay Hl (5.8.17)
by =a; Iy +6(L - )M, (5.8.18)
Cop = d1 - Hl (58 19)
dy =—a; Iy +OyTl, (5.8.20)

Ey, =d; Q}lﬂ +b Q}l - %)[(Q?ﬂ - Q;' )Hl + (A}‘+1 - A;‘ )Hz]_
- 9)[(1 - W)A? + WA?+1]H3 {5.8.21)

El sistema de ecuaciones (5.8.10) y (5.8.11) es aplicable para cualquier punto
dentro del dominio de solucién Qlx;,t,), y para incorporar las condiciones de

frontera deben analizarse los casos siguientes:
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a) Condiciones de frontera para flujo subcritico:

Tomando en cuenta las condiciones de frontera (2.3.48) v (2.3.49) en (5.8.10) y
(5.8.11), donde se conoce ¢l valor del gasto en el primer nodo (frontera aguas
arriba) y el valor del area en el ultimo (frontera aguas abajo); por tanto,
substituyendo QF*! por glt,,;) v A¥"! por flt,.;), con lo cual el sistema de
ecuaciones (5.8.10) y (5.8.11) es aplicado sobre todos los nodos del dominio de
solucion, el flujo subcritico se puede expresar por medio de una matriz
pentadiagonal como se muestra a continuacion:

- r “n+lm+l

by ¢, dy Ay (B~ anglta.) |
by Cn dy O 0 Q, By —anglt,.)
0 a, b, ¢, dp A, Ey,
Gy by €y dy 0 Qs Ey
0 .y by, Gy dys A, EIﬁ_l
: Ggj1 Bayy Cppy dayy O Qs E2j-1
0 0 ay; by oy Arg Eyjy—difltn.)
L Ay Pay Ca5) | Qs | | Eoy —dayfltan)]

(5.8.22)
el sistema anterior se tiene que jj=J~1, donde jj es el niimero de ecuaciones
que es necesario plantear a fin de solucionarlo.

El sistema matricial (5.8.22) se puede escribir como A - X***™*! = B, y conforma
la solucién para la iteracién (m +1) se tiene que para 1. X" - Al B

b) Condiciones de frontera para flujo supercritico:

La condicién de frontera de flujo supercritico (2.3.50) y (2.3.51) indica que se
tienen dos condiciones de frontera aguas arriba. Entonces el sistema de
ecuaciones (5.8.10) y (5.8.11) se reduce a un sistema de dos ecuaciones con

dos incégnitas para cada nodo de solucién jj. Por tanto, los valores de 4™*™*!
j
y @"*»™*! para cada nodo de la malla se pueden determinar como:

Qn+l,m+1 _ dlj E2j - d2j Elj
o =
J aljd2j +d1j 02]-

(5.8.23)

a; E2j +C2j El_]

(5.8.24)

An+1,m+1 _
j+1 -
al_,- d2] +d1f C2j
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5.8.2 Programacién del esquema con la metodologia de Newton-Raphson

El sistema de ecuaciones (5.8.10) y (5.8.11) esta basado en la forma de solucién
aplicando la metodologia de solucion iterativa de Picard, cuyo estudio de
convergencia se hizo en el subcapitulo (5.6}. En el caso del esquema numeérico
con base en la metodologia de Newton-Raphson, como se plantea en el
subcapitulo {5.7), se puede hacer uso de la ecuacién de cantidad de movimiento
expandida en serie de Fréchét-Taylor (5.7.10), aplicando un procedimiento
similar de discretizacién para programar el método de Picard. Entonces, la
ecuacién de discretizacién de cantidad de movimiento se puede escribir como:

(1 ll!) (Qm-l m+l Qn )+ v (Q?:11'm+1 Q]+1)

At
1-0
+1I [“(“'A“;c“)( T -QF )"‘ —( rme Q?H'm”)}
+ I'I ‘:(IAXG) ( (R Al )+ K‘ex" (A;;:ll ;m+l A}1+I,m+1 )] (5.8.25)

+1; { (1- 61(1 —y)AT+ YA, ]+ 9[(1 - \p)A’.‘”*m“«i- q;A;‘;"ll m+l ]} '
+T1, “(1 —y A?+1,m+1 - A?+1,m)+ W(A?:ll m+l A;m:ll m)}
+ 115 {(1 -y Q;;+1,m+1 _ Q}L+1,m)+ W( ;_1:11 ym+l Q?:ll S )} =0

donde los términos no lineales II,,II, y II; son definidos por (5.8.5)-(5.8.7)
respectivamente, y los términos que involucran la condicidén de iteracién no
lineal de Newton-Raphson II,y II; se evallan por medio de las siguientes

ecuaciones:
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o feofo-o( &) B el 2]

l:(l 8) (QJ1+1 Qj )+ ___( ;1:11,m _ Q}Hl,m ):'+

oo 4] -6

[({;&)(Anl_ ar)+ Ai (A;L:llm An+1m):| . (5.8.26)

e RO N

g1-0)t-v)s; -5,)7 +uls, -5, |+

gofL-vsy - S ) vuls -8 )i e

ai-0) [~ )7 +wA;+1]+99[ (-w)apm vy arin]}

{(1 9)[(1 W)G1;+WG1,+1J+99[(1 W)Glmm“VGlﬁfm]}

e forfe G o] e ]

[(I e) (Q]+1 _ Qn) (Q;:ll,m __Q;Hl,m )] "

foofo g A8 ool a7

[(1;)69) (A;+1 B Ar-l) Aex (A?:ll m An+1 m):|+

glt-ol-v)a} +yan, |+ gold - v)artm + yarin]}
(1-0fe vz} + vGua el - i cvorin ]}

donde los términos G, y G2 para una seccién prismatica cualquijera son

G = 00 1ole( 5 4vak?+1 (5.8 28)
! R gRA? 3A PB
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Q]
G, 20{1?} gRA2 (5.8.29)

donde ak es el talud del canal

El sistemna de ecuaciones (5.8.3) y (5.8.25) también se puede escribir de una
forma similar a (5.8.10) y (5.8.11), solamente que deben actualizarse los
coeficientes a,, by, ¢y, dy Y E, de manera que

ay = by +a; I + (1 - )15 (5.8.30)

by = ay H, +0(1—y)II; + (1 - y)11, (5.8.31)
¢y =dy —a; Iy +y Il (5.8.32)

dy =-a; Iy +0yIly +yil, (5.8.33)

Ey=dy O} + QF - (lee)[(Qm -Q; )H1 + (AJ+1 Ar‘l)nz]
-{1- e)[(l YAT +yAT, ]ns + [(1 )A”Hl my qJA?:ll m]n4
[(1 )Qn+1 Mmoo WQ?:II m]

(5.8.34)

El procedimiento de solucién y evaluacién de las condiciones de frontera no
cambia con respecto a la metodologia de Picard, y las diferencias numeéricas de
aplicar ambos métodos de solucién a una condiciéon de flujo se muestran en el
apartado (5.8.3)}, por medio de pruebas numéricas.

5.8.3 Verificacién numérica

Las pruebas numéricas del esquema de Preissmann aplicado a las ecuaciones
de Saint-Venant se realizaron para diferentes condiciones de flujo, por una
parte para verificar la condicién de estabilidad |V,|<1 {ecuacion 5.4.28) vy,

ademas, se hizo una serie de pruebas numéricas para comprobar el
comportamiento del esquema de Preissmann en la convergencia de las
iteraciones no lineales (método de Picard v método de Newton-Raphsonj.

a) Verificacion de la condicién de estabilidad.

Para llevar a cabo la verificacion de la condicién de estabilidad del esquema
para |V, <1, se programé el esquema en diferencias finitas para la condicién de
flujo supercritico (5.8.10) y (5.8.11), en un ambiente programacién por objetos
MatLab® v.5.0 (MatWorks, 1997). Este permite una manipulacién matricial
optimizada y, en el caso de presentarse un problema de inestabilidad,
determinar su comportamiento de una manera versatil.
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La prueba de inestabilidad se llevé a cabo sobre un canal de longitud
L =1000m, gasto Q =1m3/s y rugosidad de Manning n = 0.025 en una seccién
transversal rectangular, con un ancho de la hbase del canal b=1.0m,
discretizacién espacial Ax =1.0m, factor de peso espacial y =050 y factor de
peso temporal 6=060. En el valor de los intervalos temporales se utilizé un
nimero de Courant C, =1.0, precisién numérica le™°, tolerancia sobre las

iteraciones no lineales Tol =1x107!* y, para determinar la condicién critica de
estabilidad numérica, una variaciéon de la pendiente del fondo del cauce dentro
del rango 0.08 < S, <0.1. El resultado que se obtuvo de esta prueba numérica
fue que la condicién de inestabilidad se empieza a generar para valores {V,|

ligeramente mayores que 1, lo cual concuerda con lo demostrado en forma
analitica en el subcapitulo 5.4.

Como un resultado colateral a estas pruebas numeéricas, se observé que en el
caso de reducirse los intervalos computaciones a un valor menor, como en el
caso de considerar Ax=100.0m, la condicién de estabilidad se presenta para
valores del nimero de Vedernikov |V, >5.0. Esto es debido a que la condicién

de frontera aguas arriba y el numero de intervalos computacionales (diez en
este caso) inhiben la formacién o propagacién dentro del dominio de la
inestabilidad numérica.

b) Verificacién de la condicién de estabilidad general y convergencia sobre las
iteraciones no lineales.

Las pruebas numéricas para determinar el comportamiento del esquema de
Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant, se realizé para
diferentes condiciones de flujo (subcritico y supercritico} y, ademas, aplicando
diferentes metodologias para evaluar la convergencia numérica sobre los
términos no lineales (método de Picard o método de Newton-Raphson), estas
pruebas simulan el comportamiento del transito de un avenida provocado por
el ingreso de un hidrograma triangular sobre un cauce natural.

Para identificar las pruebas numéricas para los esquemas de Preissmann
(capitulo 5), de Leendertse (capitulo 6) y de elemento finito GWCE (capitulo 7),
se propone el manejo de una clave de identificacion que se construye conforme
a las siguientes consideraciones:

[Clave |={ Régimen | Fs,Ft | } #prueba { Esquema [ Pr ( Pi,Ne ),Le,Gw}

donde:
¢
Clave: Clave de identificacidon de la prueba numérica de una condicion de flujo

de simulacion. '
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Régimen : Tipo de régimen que se ha definido en la condicién de simulaciéon y
los parametros de identificacién pueden ser: Fs, Flujo supercritico , Ft flujo
supercritico.

#prueba:  numero de prueba de identificacion consecutivo por esquema
numerico.

Esquema: Tipo de esquema numérico que se utiliza para resolver las ecuaciones
de Saint-Venant. Son las siguientes: Pr, esquema de Preissmann; Le,
esquema de direcciones alternantes o de Leendertse, v Gw, formulacién
basada en elemento finito que resuelve la formulacién generalizada de onda
(GWCE) aplicada a las ecuaciones de Saint-Venant.

Iteracton forma de solucion sobre las iteraciones no lineales, que sélo se aplica
a 1as pruebas sobre el esquema de Preissmann v la forma de solucién. Son
los S1gulentes Pi, solucién por medio del método de Picard, y Ne, solucién
por med1o del método de Newton-Raphson.

Cabe senala: que esta clave de identificacion también se aplicé a la forma de

clasﬁicacmn de los retratos de fase y amplitud anteponiendo

P S

Clave : Clave de identificacién de la prueba numérica
Ret_amp_: Retrato de amplitud
Ret_fas_: Retrato de fase.

A manera de ejemplo para la primera prueba del esquema de Preissmann para
flujo subcritico, haciendo uso del método iterativo de Picard, se tiene que la
clave de la prueba numérica es FsO1PrPi y los retratos de amplitud v fase de la
relacion de dispersion {5.4.17) Ret_amp_FsO1Pr (Lamina 5.2) y Ret_fas_FsO1Pr
(Lamina S5.32) respectivamente, asi como los retratos de amplitud para la
metodologia iterativa de Picard y Newton-Raphson Ret_amp_FsO1PrPi (lamina
5.44) y Ret_amp_Fs01PrNe {lamina 5.56) respectivamente.

Entonces, el uso de esta clave permite un manejo versatil de los resultados que
se obtienen de las pruebas numéricas y de la liga que pueden tener con
respecto a su retrato de fase y amplitud, ya que las condiciones de flujo son las

mismas.
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Una vez definida la clave de identificacion de la prueba numérica, se presentan

a continuacién las condiciones de flujo para cada prueba numeérica, tanto para
flujo subcritico como, flujo supercritico

b.1) Pruebas para flujo subcritico (Fs{#}Pr):

La condicién inicial de simulacién para flujo subcritico se definen en la tabla
5.1, con un factor de peso espacial y=0.5 y la condicién de frontera es un
hidrograma triangular, como se puede observar en la lamina 5.66.
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Lamina 5.57. Condicién de frontera izquierda para el gasto,
hidrograma triangular.

b.1.1) Metodologia iterativa de Picard (Fs{#PrPi).

Los escenarios de pruebas del esquema de Preissmann con la condicién inicial
definida en la tabla 5.1, la condicién de frontera izquierda para el gasto {{amina
5.66) y la condicidon de frontera para €l nivel constante aguas abajo se
realizaron con la siguiente mecanica: dejar la simulacién sin modificar la

condicién de frontera aguas arriba durante 24 hr y verificar la condicion de
estabilidad.

Después, realizar de nuevo la simulaciéon con la modificaciéon de la frontera
aguas arriba, introduciendo el hidrograma triangular y verificando la condicién
de convergencia sobre los términos no lineales.

Entonces tomando en cuenta lo anterior, se presentan a continuacién los
resultados de los escenarios de simulacién de las pruebas numéricas, en las

que se delimitaron las condiciones de estabilidad y convergencia numeérica
(tablas 5.12-5.17).
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Prueba FsO1PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.50.

Nimero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Cr Tedérica Observada Tedrica Observada

0.001 1x10°13 Si Si Si Si

0.01 1x10-18 Si Si Si Si

0.1 1x10°!3 Si Si Si Si

1 1x10713 Si Si Si Si

2 1x10718 Si Si Si Si

S 1x10°13 Si Si Si Si

10 1x 1013 Si Si Si Si

30 1x10713 Si Si Si Si

50 1x10™4 Si Si Si Si

75 1x10™% Si Si No No

150 1x10~4 Si Si No No

Tabla 5.12. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO1PrPi.

Prueba FsO2P1Pi, con un valor del factor de peso temporal 8 = 0.60.

Numero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Cr Tedrica Observada Tedrica Observada

0.001 1x10713 Si 5i Si Si

0.01 - 1x10718 Si St Si Si

0.1 1x10713 Si Si Si Si

1 1x10713 Si Si Si Si

2 1x10"18 Si Si Si Si

S 1x10°13 Si Si Si Si

10 1x10-18 Si Si Si Si

30 1x10°13 Si Si Si Si

S50 1x10°7 Si Si No No

75 1x1077 Si Si No No

150 1x10~7 Si Si No No

Tabla 5.13. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba Fs02PrPi.
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Prueba FsO3PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6§ = 0.70.

Numero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C, Tebrica Observada Tedrica Observada

0.001 x10-13 Si Si Si Si

0.01 1x10°13 Si Si Si Si

0.1 1x10-13 Si S Si Si

1 1x10-13 Si Si Si Si

2 1x107°18 Si Si Si Si

5 1x10-13 Si Si Si Si

10 1x10-13 Si Si Si Si

30 1x10~7 St Si Si Si

50 1x10~7 Si Si No No

75 1x10~7 Si Si No No

150 1%x10~7 Si Si No No

Tabla 5.14. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO3PrPi.

Prueba FsO04PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.80.

Niamero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C, Tedrica Observada Tedrica Observada

0.001 1x10°13 Si Si Si Si

0.01 1x10713 Si Si Si Si

0.1 1x10713 Si Si Si Si

1 1x10718 Si Si Si Si

2 1% 10—13 Si Si Si Si

5 1x10-13 Si Si Si Si

10 1x10-1 Si Si Si Si

30 1x10™* Si Si Si Si

30 1x107% Si Si No No

75 1%x10~% Si Si No No

150 1x107%4 Si Si No No

Tabla{5.15. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO4PrPi.
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Prueba FsOSPrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.90.

Numero de  Tolerancia Condicidén de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
¢, _ _ Teérica Observada Teérica Observada

0.001 1x10713 Si St Si Si

0.01 1x10°13 Si Si Si Si

0.1 1x10°13 Si Si Si Si

1 1x10-13 Si Si Si Si

2 1x10-13 Si Si si Si

5 1x10713 Si Si Si Si

10 1x10~11 Si Si Si Si

30 1x1073 Si Si Si Si

50 1x1073 Si Si No No

75 1x10-3 Si Si No No

150 1x10°3 Si Si No No

Tabla 5.16. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO5PrPi.

Prueba FsQ6PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6=1.00.

Numero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C Tedrica Observada Teérica Observada

0.001 1x10-13 Si Si Si Si

0.01 1x10713 Si Si Si Si

0.1 1x10-13 Si Si Si Si

1 1x10713 Si Si Si Si

2 1x10-13 Si Si Si Si

5 1x10-13 si Si Si Si

10 1x10~11 Si Si Si Si

30 1x10°3 Si 51 ~ No No

20 1x10~3 Si Si No No

75 1x1073 Si Si No No

150 1x10-3 Si Si No No

Tabla 5.17. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO6PrPi.
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b.1.2) Metodologia iterativa de Newton-Raphson (Fs{#}PrNe).

Los resultados de las pruebas para la solucién de los términos no lineales de
Newton-Raphson se pueden observar en las tablas 5.18-5.23.

Prueba FsO1PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 =0.50.

Numero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C Tedrica Observada Teérica Observada

0.001 1x10-13 Si Si Si Si

0.01 1x10718 Si Si Si Si

0.1 1x107% Si Si Si Si

1 1x10713 Si Si Si Si

2 1x10°13 Si St Si Si

S 1x10713 Si Si Si Si

10 1x10713 Si Si Si Si

30 1x10-13 Si Si Si Si

50 1x10~13 Si Si Si Si

75 1x10-13 Si Si Si Si

150 1x10-18 Si Si Si Si

Tabla 5.18. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba Fs01PrNe.

Prueba FsO02PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.60.

Numero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C Teorica Observada Teodrica Observada

0.001 1x10713 Si Si Si Si

0.01 1x10-18 Si Si Si Si

0.1 1x10713 Si Si Si Si

1 1x107%3 St Si Si Si

2 1x10-13 Si Si Si Si

S 1x10°13 Si Si St Si

10 1x10713 Si Si Si Si

30 1x 10718 Si Si Si Si

50 1x10°13 Si Si Si Si

75 1x10°13 Si Si Si Si

150 1x10°13 Si Si Si Si

Tabla 5.19. Resuitado de estabilidad y convergencia de la prueba Fs02PrNe.
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Prueba FsO03PrNe, con un valor del factor de peso temporal 8 =0.70.

Numero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C Tedrica Observada  Tedrica Observada

0.001 1x10713 Si Si Si Si

0.01 1x10-13 Si Si Si Si

0.1 1x1071 Si Si Si Si

1 1x10713 Si Si Si Si

2 1x10713 Si Si Si Si

5 1x10-13 S Si Si Si

10 1x10-13 Si Si Si Si

30 1x10713 Si Si Si Si

50 1x10-13 Si Si Si Si

75 1x10-13 Si Si Si Si

150 1x10-13 Si Si Si Si

Tabla 5.20. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba Fs03PrNe.

Prueba Fs04PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 =0.80.

Namero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C, Tedrica Observada Teérica Observada

0.001 1x10713 Si Si Si Si

0.01 1x10-18 Si Si Si Si

0.1 1x10713 Si Si Si - Si

1 1x10713 Si Si Si Si

2 1x10713 Si St Si Si

5 1x10713 Si Si Si Si

10 1x10713 Si Si Si Si

30 1x10-13 Si Si Si Si

50 1%10~13 Si Si Si Si

75 1x10713 Si Si Si Si

150 1x10713 Si Si Si Si

Tabla 5.21. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO4PrNe.

189



Prueba FsOSPrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 =0.90.

Simulaciéon de Flujos a Superficie Libre

Propiedades de Propagacion de Esquemas Numéricos para la

Numero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C, Tedrica Observada Tedrica Observada

0.001 1x10°13 Si Si Si Si

0.01 1x10718 Si Si Si Si

0.1 1x10-13 Si Si Si Si

1 1x10713 Si Si Si Si

1x10713 Si Si Si Si

5 1x10713 Si Si Si Si

10 1x10°13 Si Si Si Si

30 1x10-13 Si Si Si Si

S0 1x10-13 Si Si Si Si

75 1x10713 Si Si Si Si

150 1x10718 Si Si Si Si

Tabla 5.22. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba Fs05PrNe.

Prueba Fs06PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 =1.00.

Numero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
G Teorica Observada Teérica Observada

0.001 1x10713 Si Si Si Si

0.01 1x10713 Si Si Si Si

0.1 1x107138 Si Si Si Si

1 1x10-13 Si Si Si Si

2 1x10713 Si Si Si Si

5 1x10713 Si Si Si Si

10 1x10713 Si Si Si Si

30 1x10733 Si Si Si Si

50 1x10-13 Si Si Si Si

75 1x10713 Si Si Si Si

150 1x10713 Si Si Si Si

Tabla 5.23. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO6PrNe.
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b.2) Pruebas para flujo supercritico {Ft{#}Pr)

La condicion inicial de simulacién para flujo supercritico se define en la tabla
5.3, para un factor de peso y=0.5. La condicién de frontera es un hidrograma

triangular (lamina 5.66).

b.2.1) Metodologia iterativa de Picard (Ft{#}PrPi)

Los escenarios de pruebas del esquema de Preissmann con la condicién inicial
definida en la tabla 5.3 (para un factor de peso y=0.5), la condicién de frontera
izquierda para el gasto (lamina 5.66) y la condicidén de frontera para nivel
tirante normal aguas arriba tiene la misma secuencia que la utilizada para las
pruebas subcriticas, y los resultados de los escenarios de simulaciéon de las
pruebas numeéricas se muestran en las tablas 5.24-5.29.

Prueba FtO1PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.50.

Numero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
G Tebdrica Observada Tebrica Observada

0.001 1x10°13 Si Si Si Si

0.01 1x10718 Si Si Si Si

0.1 1x10713 Si Si Si Si

1 1x10-13 Si si Si - si

2 1x10-13 Si Si No No

5 1x10713 Si Si No No

10 C 1x10°13 Si Si No No

30 1x10°-13 Si Si No No

50 1x10-13 Si Si No No

75 1x10713 Si Si No No

150 1x10718 Si Si No No

Tabla 5.24. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO1PrPi.
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Prueba FtO2PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.60.

Numero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C Tebrica Observada Teérica Observada

0.001 1x10713 Si Si Si Si

0.01 1x10713 51 Si Si Si

0.1 1x10-13 Si Si Si Si

1 1x 10-3 Si Si Si Si

2 1x10-8 Si Si No No

5 1x10-8 Si Si No No

10 1x10-8 Si Si No No

30 1x108 Si Si No No

50 1x1078 Si Si No No

75 11078 Si Si No No

150 1x1078 Si Si No No

Tabla 5.25. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO2PrPi.

Prueba FtO3PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 =0.70.

Numero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
G Tedrica Observada Teérica Observada

0.001 1x10713 Si Si Si Si

0.01 1x10-13 Si Si Si Si

0.1 1x10°13 Si Si Si Si

1 1x10-7 Si Si Si si

2 110~ Si Si No No

5 1x 10“7 Si Si No No

10 1x10~7 Si St No No

30 1x10°7 Si Si No No

S0 1x10°7 Si Si No No

75 1x10~7 Si Si No No

150 1x10°7 Si Si No No

Tabld 5.26. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO3PrPi.
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Prueba FtO4PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 =0.80.

Numero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Cr Tebérica Observada Teérica Observada

0.001 1x10-13 Si Si Si Si

0.01 1x10713 S5i Si Si Si

0.1 1x10713 Si Si Si Si

1 1x10-5 Si Si Si Si

2 1x107S Si Si No No

S 1x107° Si Si No No

10 1x1073 Si Si No No

30 1x1075 Si Si No No

S0 1x107° Si Si No No

75 1x10~° Si Si No No

150 1x107° Si Si No No

Tabla 5.27. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO4PrPi.

Prueba FtO5PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 =0.90.

Numero de Tolerancia  Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C, Teérica Observada Tebdrica Observada

0.001 1x 10—13 Si Si Si Si

0.01 1x10-13 Si Si Si Si

0.1 1x10°13 Si Si Si St

1 1x10-1 Si Si Si Si

2 1x 1071 Si Si No No

5 1x10-! Si Si No No

10 1x10~! Si Si No No

30 1x107! Si Si No No

50 1x10°! Si ' Si No No

75 1x107! Si Si No No

150 1x10°1 Si Si No No

Tabla 5.28. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtOSPrPi.
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Prueba FtO6P1Pi, con un valor del factor de peso temporal 6 =1.00.

Numero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
o Teodrica Observada Teérica Observada

0.001 1x10-13 Si Si Si Si

0.01 1x10-1 Si Si Si si

0.1 1x10-13 5i Si Si Si

1 1x107! Si Si Si Si

2 1x107! Si Si No No

5 1x1 0-1 Si Si No No

10 1x10-? Si Si No No

30 1x10~! Si Si No No

S0 1x107! Si Si No No

75 1x1071 Si Si No No

150 1x107! Si Si No No

Tabla 5.29. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO6PrPi.
b.1.2) Metodologia iterativa de Newton-Raphson (Ft{#}PrNe}.

Los resultados de la pruebas para la solucién de los términos no lineales de
Newton-Raphson se pueden observar en las tablas 5.30-5.35.

Prueba Ft01PrNe, con un valor del factor de peso temporal 8 =0.50.

Numero de Tolerancia Condicidon de estabilidad ¢ convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C Teérica Observada Tedrica Observada

0.001 1x10-13 Si Si Si 5i

0.01 1x107138 Si Si Si Si

0.1 1x10-13 Si Si Si Si

1 1x 10'—13 Si Si Si Si

2 1x10-13 Si Si Si Si

S 1x10733 Si Si Si Si

10 1x 10"13 Si Si Si Si

30 1x10718 Si Si 31 Si

50 1x10718 Si Si Si Si

75 1x10°13 Si Si Si Si

150 1x10713 Si Si Si Si

Tabla 5.30. Resultado de estabilidad v convergencia de la prueba FtO1PrNe,

et b OB
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Prueba Ft02PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.60.

Numero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
¢, Teérica  Observada Teodrica Observada

0.001 1x10-13 Si Si Si Si

0.01 1x107138 St Si Si Si

0.1 1x10-13 Si Si Si Si

1 1x10~%3 Si Si Si Si

2 1x10718 Si Si Si Si

S 1x10713 Si Si Si Si

10 1x10°13 Si Si Si Si

30 1x107'3 Si Si Si Si

S50 1x10713 Si Si Si Si

=75 1x10°13 Si Si Si Si

150 1x10-18 Si Si Si Si

Tabla 5.31. Resultade de estabilidad y convergencia de la prueba Ft02PrNe.

Prueba FtO3PrNe, con un valor del factor de peso temporal 8 = 0.70.

Numero de Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C, Tedrica Observada Teodrica Observada

0.001 1x10713 Si Si Si Si

0.01 T 1x10718 Si Si Si Si

0.1 1x10713 Si Si Si Si

1 1x10713 Si Si Si Si

2 1x10713 Si Si Si Si

S 1x10°13 Si Si Si Si

10 1x10713 Si Si Si Si

30 1x10713 Si St Si Si

50 1x10-13 Si Si Si Si

75 1x10-13 Si Si Si Si

150 1x10°13 Si Si Si Si

Tabla 5.32. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO3PrNe.
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Prueba Ft04PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.80.

Numero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C, Teérica Observada Teédrica Observada

0.001 1x10-13 Si : Si Si Si

0.01 1x10713 Si Si Si Si

0.1 1x10°13 Si Si Si Si

1 1x10-13 Si Si Si Si

2 1x10713 Si Si Si Si

5 1%10713 Si Si Si Si

10 1x10713 Si Si Si Si

30 1x10-13 Si Si Si Si

50 1x10°13 Si Si Si Si

75 1x10718 Si Si Si Si

150 1x10-13 Si Si Si Si

Tabla 5.33. Resultado de estahbilidad v convergencia de la prueba Ft04PrNe.

Prueba FtO5P1rNe, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.90.

Namero de  Tolerancia Condicion de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C Tedrica Observada Teérica Observada

0.001 1x10°13 Si Si Si Si

0.01 1x10-13 Si Si Si Si

0.1 1x10-13 Si Si Si Si

1 1x10-13 Si Si Si Si

2 1x10-13 Si Si Si Si

S 1x10°18 Si Si Si Si

10 1x10°13 Si Si Si Si

30 1x10713 Si St Si Si

50 1x10°13 St Si Si Si

75 1x10~13 Si Si Si Si

150 1x10-13 Si Si Si Si

Tabla{5.34. Resultado de estabilidad y cotivergencia de la prueba FtO5PrNe.
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Prueba FtO6PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 =1.00.

Niumero de  Tolerancia Condicién de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
C Tebrica Observada Tebrica Observada

0.001 1x10°13 Si Si Si Si

0.01 1x10713 Si Si Si Si

0.1 1x10-13 Si Si Si Si

1 1x10°13 Si Si Si Si

2 1x10°18 Si Si Si Si

5 1x10-13 Si Si Si Si

10 1x10°13 Si Si Si Si

30 1x10713 Si Si Si Si

50 1x 10713 Si Si Si Si

75 1x10-13 Si Si Si Si

150 1x10713 Si Si Si Si

Tabla 5.35. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba Ft06PrNe.
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CAPITULO 6

ANALISIS DEL ESQUEMA DE
LEENDERTSE

Continuando con el analisis de esquemas numéricos para el estudio de
propagacion de perturbaciones, en este caso se analizara un esquema implicito,
que tiene la particularidad de calcular las variables dependientes en puntos
alternos de la malla. Este tipo de esquemas se conocen como staggerd grid o al
tresbolillo {Abbott y Basco, 1989). La ventaja principal del uso de un esquema
como éste es que permite reescribir la ecuacién de conservacion de masa dentro
de un tiempo equivalente y un espacio centrado, lo que a su vez permite
resolver de forma directa un sistema matricial tridiagonal y manejar un menor
tiempo de céomputo para tener una solucién a un instante de tiempo dado.
Mejor atin, en este tipo esquemas no es necesario aplicar una actualizacién de
los términos no lineales, y ello lo convierte en método de paso directo que, por
consiguiente, reduce aun mas el tiempo de coémputo.

En esencia este tipo de esquemas al tres bolillo parecen ser muy eficaces en lo
que respecta al manejo del tiempo de computo, en comparacién con esguemas
mas elaborados como puede ser el de Preissmann. Entonces, para comprobar
su aplicabilidad para cualquier condicién de flujo se propone realizar un
analisis de propagacién de perturbaciones.
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6.1. Analisis de consistencia

Para llevar a cabo el estudio de las condiciones asintdticas u operaciones limite
que se obtienen del refinamiento de la malla 0 de un conjunto de refinamientos
en la discretizacidén de las ecuaciones de Saint-Venant, cuando se aplica el
esquema de Leendertse, se propone como punto inicial retomar la definicién de
la ecuaciones de Saint-Venant no conservativas (definicién 2 3), donde:

Conservacion de masa:

8EH & {2.3.54)

Eg(ﬁ,lj’;x,t) (H X, )—5?+5~;[UA(H x,t)] 0

Cantidad de movimiento:

% g, ﬁ; + 6U ﬁ 6[7 aH 62()6)
( x,) v p gax g——4+ Sf(HUxt) 0
donde x es la coordenada en el sentido honzontal y t el tiempo, como variables

independientes; H(x,t) v U(x,t} el tirante y la velocidad respectivamente como
variables dependientes, ademas (x,y)e Q=[0,L]x[0,T] delimitan el espacio de
solucién; L, longitud de la conduccién; T, tiempo final de solucién; g,
aceleracion de la gravedad; z,(x) la elevacién de la plantilla del canal desde un
nivel de referencia; y(I'-'I; X, t) el nivel de la superficie libre del agua medido desde

un nivel de referencia; A(I:T i X, t) el area hidraulica y S f(ﬁ R (};x, t) la pendiente de

(2.3.55)

friccion (ecuacion 2.3.44).

El sistema de ecuaciones (2.3.54) y (2.3.55) constituye un problema bien
planteado de valor inicial v de valores en la frontera; por tanto esta sujeto a las

condiciones iniciales H(x,0)= H,(x) v U(x,0)=U,(x); las condiciones de frontera
se definen para flujo subcritico (ecuaciones 2.3.56 y 2.3.57) y flujo supercritico
(ecuaciones 2.3.58 y 2.3.59), respectivamente.

Entonces, para discretizar el sistema (2.3.54) y (2.3.55) en un esquema de
diferencias como lo propuso Leendertse en 1966 {Shiao-Kung y Leendertse,
1978; Aldama, et al., 1981, Fischer, 1981; Abbott y Basco, 1989), considerando

que se tiene una funcién F:Q— R®? que se aproxima con una variable discreta
F/' en cada punto (x;,t,) del plano Q, donde a su vez el espacio de solucién
Q(x;,t,] es cubierto por una malla de espacio uniforme Ax, para cualquier

incremento de tiempo At, donde Ax=L/J, At=T/N y J, N son dos numeros
enteros que definen los intervalos computacionales de discretizacion espacial y
temporal respectivamente, de forma que se cumple que Q(x;,t,) = Q(j Ax,nAt), y

199



Propiedades de Propagacién de Esquemas Numéricos para la
Simulacién de Flujos a Superficie Libre

el conjunto de subindicesj se agrupan en el vector J,. Por tanto, el esquema

de diferencias de Leendertse, aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no
conservativas (2.3.54) y (2.3.55), se puede escribir de la forma siguiente:

H}H-l _ Hn

%(H;,.U;-‘;x,t)a- B(H;-‘;xj,tn) v ZEp 611
i [U?:ﬁ'zﬁ(H?H/z; X jats tn)‘ u ?jﬂsz(H?-yz; Xj-1tn )] =0

U, —Un U™ o U™
WUHD U %, t) = JHY2 T gHY2  egnad P A2 T N2
( 1 ) At 2 2Ax

(6.1.2)

gy(H?Ill;xj+1,tn)—y(H}’+1;x,-,tn)+ oK Y3 Uy [UTH o
24x R(H;L+1/2 > x‘j+1/2 ’ tn )4/3

Para proceder al analisis de consistencia numeérica del esquema de Leendertse
aplicado el sistema de ecuaciones no conservativas de Saint-Venant (6.1.1) y
(6.1.2), es necesario hacer las siguientes consideraciones, dado que las

variables discretas H7},U7, tienen valores sélo en el punto Ox;,t,); entonces,
para ampliar los requisitos de continuidad, se propone introducir una funcién
polinomial que pase por cada punto de discretizacion del espacio en donde se
tienen valores de las variables discretas de forma que H(x J-,tn)= HY,

U(xj,tn)=U}‘ Vjedg,ne(0,N]. Ademas, las funciones polinomiales H y U

cumplen con los requisitos de continuidad suficientes que permiten el aplicar
una expansion en serie de Taylor de grado n.

Entonces, para determinar la consistencia numérica de la ecuacion discreta de
conservacion de masa (6.1.1), se propone realizar las siguientes expansiones en
serie de Taylor.

B;l = B(x j:tn) = B(x,) (6.1.3)

H} = H(xpfn) = H(x,t) (6.1.4)

H? = H(x.j’tml)
= H(x,t + At)
&H At? 92H

=H+ At—

+2 220 Lolae® (6.1.5)
ot (x,2) 21 a2 ( )

(x.t)
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U?:ll;'2 = U(xj+1j2’tn+l)
= U(x + Ax/2,t + At)
+ tég—
) ot
At? 22U
T a2
() = O

Ax® azu
(%) 8 ax2

(6.1.6)

(x:t)

Axat O of(ax + At

2 oxdt

(x!t)

U?jll;’Z = U(x,j-l/z,tnu)
= U(x - Ax/2,t + At)
Ax U

=y-2&
2 ox

2
+A téy- Ax? 8 U
() Oty 8
At? 52U
G —
o a2

6.1.7)

(t)

AxAt o O[(Ax + At)S]

2 oxot

{x,t) (x,1)

Al = A(x,j+1,n’2’tn.)
= Alx + Ax/2,t)
Ax BA
+
2 ox

, Ax? 8°A
(ce) 8 ox?

+olax?) 618

(x.2)

Ay = A(x,j—l,’z’tn)
= Alx - Ax/2,t)
Ax® 3°A

A2 ) 619
) 8 x>

(x,t)

Por tanto, el orden de consistencia numérica de (6.1.1) se determina
sustituyendo las series de Taylor (6.1.3)-(6.1.9) de forma que

bHU) =B+ 2 ua) AtB Z 2.2 [‘3’6 2 ]}r of(ax + at)?]=0 (6.1.10)

Por otro lado, para determinar la consistencia numeérica de la ecuacion
discretizada de cantidad de movimiento {6.1.2) es necesario llevar a cabo las
siguientes expansiones en serie de Taylor:
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U?+1/2 = U(x‘j+1,/2:tn)
=U(x + Ax/2,t)
Ax® 3°U

+ 4 +0lax?) 6.1.11)
(x,t) 8 6x

(x.8)

Ullyz = U( j-12t )
= U(x - Ax/2,1)

Ax? 27U

w) B olax?) (6.1.12)

(x.t)

Uliap = U(x,j+3/2,tn)
= U(x +34x%/2,t)

3Ax oU

=+ 200

2 ox

9ax? 8% (6.1.13)

+
(i) 8 ox°

+ O(Ax3 )
(x,t}

n+l

y]+1 = y(xj+1,tn.+1)
= y(x+Ax,t+At) =

% + At—qy—
ox (x,£) ot

ax? &%y
(x.2) 2l ax?

—y+axd (6.1.14)

(x.2)

+ 0| (ax + a2
xt)

At 3y
o a2

&y

Ax At
X0t

(x’ )

y;Hl = y( n+1)
y(x t+At)

%
ot

a? oy

= ¥+ At +
y) 2 ot

+ O(Ats) | (6.1.15)
(x,t)

4/3
( ;+1/2T = Rlejuyorta ) ¥
=R(x + ax/2, )] ¥?
_R-#3 _28% 73 8R
3 ox (
xt)

entonces, sustituyendo las expansiones (6.1.6) y (6.1.11)-(6.1.16) en (6.1.2) y
agrupando, se tiene: -

7AJC R_10/33 R

{x, t) 18 P O(Axs) (6.1.16)
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oy, oy aKP|UY
m/(HU)--——-+Uax 95" R

g[a2u &y 82U (?2)2 + 62y N OLKUS| Uj (aU 2U aRJJ (6.1.17)
2

52 ox? \ox) Tax2 T RS "3R

ox 3R ox
2 2 13
[ P oy oy 20KY|U| au} +O|(ax+ aP]=0

20t2 ot ox oxot R43 9

Del resultado que se obtiene de la consistencia numeérica de las ecuaciones
discretizadas (6.1.1) y {6.1.2) se puede construir el siguiente teorema:

Teorema 6.1 Sea el sistema de ecuaciones de Saint-Venant no conservartivas
discretizado en un esquema en diferencias finitas bajo la propuesta de
Leendertse (6.1.1) y (6.1.2), el cual es consistente numéricamente bagjo cualguier
norma cuando se tiene un refinamiento de la malla de forma que Ax,At - 0.

Demostracién: Considerando el sistema de ecuaciones (2.3.54) y (2.3.55) y
(6.1.10) y (6.1.17), v generando un refinamiento de la malla de forma que se
tiene la siguiente condicién asintética bajo cualquier norma:

“E@(ITI, ff)~ {H,L) ﬂ -0 cuando Ax,At — 0 6.1.18)

(6.1. 19i

Con la demostracion del teorema 6.1 se concluye que el esquema de Leendertse
aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no conservativas es numéricamente
consistente.

“ C}%(ﬁ, ff’)— m(H,U) ” -0 cuando Ax,At - 0

6.2. Construccién del sistema perturbado

Para determinar las propiedades de propagacién del esquema de discretizacion
de Leendertse aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no conservativas, se
propone introducir una pequefia perturbacién en las variables dependientes
como se muestra a continuacién:

H? =Hj +h} ; «ff’; “ >> ” h} ” 6.2.1)

n_iht n .
Ui =Uj +u; ;

; o’ ” >>ur| (6.2.2)
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En donde H} y U} son valores de referencia que tienen una variacién suave o

lenta dentro del dominio de solucién, y hj y uj son pequenas perturbaciones

que actian sobre los valores de referencia y presentan una variaciéon brusca o
rapida. Recuérdese que las variables de referencia y de perturbacion son
variables discretas y que sélo tienen valores en los puntos de la malla de
discretizacion del dominio. Por tanto, para determinar las propiedades de
propagacién de perturbaciones se debe cumplir con los requerimientos de
continuidad siguientes: sea un polinomio que pasa por cada punto del espacio

: ; i A =n _—n —n —n
de discretizacién Q= Q(xj,tn), de manera que Hj=H; y U;=U;, y las
perturbaciones son pequeiias variaciones sobre las variables de referencia de

estos polinomios. Ademas, los polinomios H; y U; cumplen con los requisitos
de continuidad de grado n. Con el fin de no cambiar la notacion de las
variables de referencia a times normal, se mantendra la notacién de las
variables discretas, teniendo en cuenta que conservar la notacién hara que no
se pierdan las caracteristicas de continuidad anteriormente descritas.

Una vez definidas las caracteristicas de continuidad de la variables de
referencia, se esté en posibilidades de continuar con el estudio de propagacion
de perturbaciones, introduciendo las -ecuaciones de perturbacién (6.2.1) y
(6.2.2) en el esquema de discretizacién en diferencias (6.1.1) v {6.1.2), de
manera que

Llerp,up )= L(H +17 U5 +u} ) 62.3)

Debido a que los operadores de conservaciéon de masa S£() y cantidad de
movimiento () son no lineales, como se puede observar en las ecuaciones
(6.1.1) y (6.1.2), y para determinar la influencia de las variables de perturbacién
sobre las variables de referencia, es necesario aplicar una expansién en serie de
Fréchét-Taylor para aquellos términos que tengan una dependencia
paramétrica sobre las variables dependientes, tal como se describe a
~ continuacion:

B(ﬁ? + h?) = B(ﬁ?) +h} aﬂg? + O[ ” h} ”i ) (6.2.5)
H

A org)- AT )ors ] oofrrf) 20
H
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y(H; +hn) y(H,) h;!a—y%% +O[”h}-‘]‘i) 6.2.7)
7
— Y3 —n\"¥3 4 7/3 3R(H P2
ORI RGN FEC) e R (T S

Para manejar una notacion mas compacta en el desarrollo de las expansiones
(6.2.5) y (6.2.8), se propone utilizar la siguiente notacién:

Bj = B(?I?) (6.2.9)

Aj = A(E?) (6.2.10)

y; = .y[ﬁ ?) =Hj +z; 6.2.11)

Rj = R(I?? ] (6.2.12)

B = EE_(__J’% - 62.13)
Bi="%gm .

B = a“;(g? 1 (6.2.14)
H

Ru? = afjgf (6.2.15)
H

Entonces, las expansiones de Frechét-Taylor (6.2.5)-(6.2.8) se pueden escribir
en forma compacta haciendo uso de ecuaciones (6.2.9)-(6.2.15), como se
muestra a continuacion:

B(ﬁ}‘ , h;] B} +h By +o( |h7 “ J 6.2.16)

A7 o1y )= 7]+ w8} |y ] ) 62.17)

y(H) +h} )= 5] +h] O[ w1, ] 6.2 18)

R(ﬁ? 4 h;?)_#s - (E’}) e _%hn(ze ,) " R ¢ +o( kg ” ) (6.2.19)
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Por otra parte, para evaluar la variacién de la velocidad en el término de
friccién en la ecuacién de cantidad de movimiento (6.2.4) se considera que si

, entonces el producto de las velocidades es

. .
N Uj “D >> " ¥ 5
- Feh+l 77 zzn+l
‘ Ujsye + Ul ‘(U J+y2 + u?fﬁz) = Sgn(U T2 )(U?H/Z + u?+1/2)(U.?+1/2 + u?fﬁfz)
—n  —nel = 4l
= sgnlUlyy2 )[U TraU 2 + U feyp il + U jeyja ufyy + O[ lud | ) ]

) Uj 2 '

uflle + U Uiz + O( " Uj ” ) (6.2.20)

‘ U;+1/2 1U;+1,’2 + ’ U}+1/2
Uj+1,r'2

Finalmente, la ecuacién perturbada de conservacion de masa se obtiene de
sustituir las ecuaciones (6.2.16) y (6.2.17) en (6.2.3), y agrupando:

n+1 _ hn

—n+l =
=n H] - HJ 1 |: — ]
B L T L U ALye ~U e A |+ B 24—
At Ax 1+1/2 J+y2 j- 1/2 j-12 j v
1 —
Hn+ Ty _ B
h”'- BH, _-I_[_s.t_.__f-'_ri + i[uﬁﬁg A?+1/2 - u?jlb A?—I,Q:l + 6.2.21)

SIRPARE

A su vez la ecuacién perturbada de cantidad de movimiento se construye

sustituyendo las ecuaciones (6.2.18), (6.2.19} y (6.2.20) en (6.2.4), y agrupando
Uz | Ut

1 [=n+1 —=n —n+l --n 2
E[Uﬂlﬂ Bjwyz hiya ~U j-y2 Bj-12 h}’“m} + O( R} .

Yjn — Y,
2Ax — 4/3
[R?u/zj

n+l —n =n
U_;+1/2 "UJ+1/2 5?:11/2[Uj+3/2 —Uj—l,"2

—n+l -—n+l
At 2Ax }

u;—‘:llfz - u;-‘+1/2 g™t 5?4-3/2 —l_f?,yg . 67_1:11/2 u_?+3/2 _u?-1/2 g h?fll h}‘+1 .
I Ax 2Ax (6.2.22)

At J*12 2AxX 2

—n+l

]U’}qu o
n )

RH by +

oK ;f 3\U
— 4/3
(R ?+1/2 )

o (1], 11, |-o

Revisando las ecuaciones (6.2.21) y (6.2.22) se puede extraer la condicién de
referencia para los términos que solamente contienen a las variables de
referencia. La agrupacién de estos términos en cada ecuacion satisface en

Uiiye t+ j+1/2

- y3iy7
‘ U?II/Q n _ 4 C(Ks
U;+1,/2

n+l -
—_ 7/3
(R?{-l,&)
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forma exacta a las ecuaciones de discretizacion de partida (6.1.1) v (6.1.2). Esta
agrupacién de términos se le denomina ecuaciones de referencia y son las

siguientes:

—n+l —n

g i - i I [=n+l = =—n —_n
B; H; —-Hj i Hi + Kx—[U j+11/2 A?+1/2 -U j:1l/2 A j-1/z] =0 (6.2.23)
—t — —n — —a+l  ~n+l y3| el
Uliva = Ul gl | Ujeae =U 112 Y —y; K| Uiz U =0
_—At—-——-— + U j+2 2 Ax + DA% + - 43 = (6.‘2..24)
(R j+y2)

Los términos restantes de (6.2.21) y (6.2.22), eliminando la condicién de
referencia (6.2.23) y (6.2.24), son el sistema de ecuaciones que permiten
evaluar el comportamiento de la propagaciéon de las perturbaciones del
esquema de Leendertse aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no
conservativas. A estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones de
perturbacion, y se muestran en seguida:

o R _RD BN 1 - =
n
B S By S [ e - A |+

Ju | ],)

(6.2.25)
0

1 [ma+l — =n+l — 2
X;E[U 2 Bivya Ry = U joy2 By h.?—uz} + O( “ h} ” D

1 — = 1 1
Ul ~ Uiy N u?:ﬂz[U,}"s’Q -Uliy2 ] N 5;;:11/2{11}3/2 Ul yo J g hih —h}* .
At : 2Ax 2Ax

V3| pe —n+l Y3l 5n {—r}+1
_— IU”W{ prl Uil o 4 oK\ Uz Ut 6.2.26
u’; + u' - R h' + ( )
[_n 4/3 Jt T2 Y2 |73 — 773 Hj+1/2" j+1/2
Rj+1/2J \ I* (ijz)

(1w, +Jug1, )]0

6.3. Analisis de localizacién

Para aplicar un andlisis de localizacién de las ecuaciones perturbadas (6.2.25) y
(6.2.26), se hace necesario transformar los operadores de diferencias finitas a
operadores continuos. Para lograr esta transformacion se llevara a cabo un
analisis de consistencia numérica a los operadores discretos, similar al
realizado en el subcapitulo 6.1. Cabe mencionar que los requisitos de
continuidad de las variables son suficientes, como se mencioné en el

subcapitulo 6.2.
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Entonces, para realizar el analisis de consistencia numeérica de las ecuaciones
de diferencias (6.2.25) y (6.2.26), se puede hacer uso de las expansiones en
serie de Taylor (6.1.3)-(6.1.9) y (6.1.11)-(6.1.16), que definen el comportamiento
de las variables de referencia. Por otra parte, para las variables de perturbacion
y generadas producto de la expansiéon en serie de Fréchét-Taylor sobre los
términos con dependencia parameétrica, es necesario considerar las siguientes
expansiones en serie de Taylor:

1 = At = 63y
Bu?} =Bulx;t,)=Bu (6.3.2)
u?:ﬁ/z = u(xj+1/2»tn+1)
= ulx + Ax/2,t + At)
2 42
-ur F 2 2 A 9—’2‘ (6.3.3)
2 ox (x,t) ot ) 8 bx (1)
Ax At 8°%u At? &%y [ 3
Tl el 20| (A + At) ]
[ 22
2 o), 2 ot
u.?jlfm = u(x,j—1/2’tn+1)
= u(x - Ax/2,t + At)
2 42
2 ox (x8) ot (x2) 8 odx (x1)
2 2 52
M""AJ;M mg Ja’?t %- -am%{ + O[(Ax + At)s]
(k) = Ol
§?+1/2 = E(x‘jﬂjg,tn)
= B(x + Ax/2,t)
— B 2 28
B+ 20 olas?) 6.3.5)
ox (x1) ox (xt)
Ry = h(xj+1/2:fn)
= h{x + Ax/2,t)
Ax 8h Ax? 2%h 3
=At——— A o+ O(Ax )
2 6.3.6
2 ox ) 8 ox (1) ( )
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hi i = h(x j—1/2:tn)

= h(x - Ax/2,t) _
Ax Oh Ax? 3°n
=h-—— +=2 +O(Ax3) 6.3.7
2 Ox (Jc,t) 8 sz (x,t) ( e )
Uy = u(x j+1/2»tn)
= u(x + Ax/2,t)
Ax ou Ax? 8%u 3
—usSEM A TH oaxd) 6.3.8
2 Oxlmy 8 axy, 38
uligp = u(x j+3/2:tn)
= u(x + 3Ax/2,t)
3Ax Bu 9Ax? 8%u
=u+ o= 74 +olax) 6.3.9
2 Ol 8 ox (xt) €32
Uiy = u(x‘j—lfz:tn) (6.3.10)
= ux - Ax/2,1)
2 A2
=u___,ééx___gti +A_x._.-?n—-g- +O(Ax3)
X (1) 8 ax (1)
— =73 = -7/3
[R?+1/2) = [R(x,j+1/2’tn )] ! 6.3.11
(6.3.11)

== [I_{’(x + Ax/2 ,t)]‘ 73

_p-78 _TAX 5-1073 3R . 15Ax2 B19/8 8°R)| + O(Ax3)
6 bx 12 ox? |
(st) (%2)
RH‘:L]/Q =Ry (Xj+1/2:tn) 6.3.12)
= Ru{x + Ax/2,t)
B = 2 225
-R %x.— a‘I;H + A.; d R2H + O(AXS)
* lxe) %" lge)

Entonces, aplicando las expansiones en serie de Taylor (6.1.3)-(6.1.19) y (6.3.1)-
(6.3.7) en la ecuacién perturbada de conservacién de masa (6.2.25), v
presentado sélo los términos con orden superior al lineal, se tiene
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B2 TB % s (Bn 2+ 5T L A2+ Zus

—é? X ax. Ox ox Ox
2 25 A 3%U — 6.3.13
w|18R 1, g PR oA FUZ 0 (W5, 6319
292 2 o2 ot ox otox  Bx| ot
olinf Inljul,(ax+ at?]=0

Y para la ecuacidén perturbada de cantidad de movimiento (6.2.26) se
sustituyen las expansiones de Taylor (6.1.6), (6.1.11)-(6.1.16), (6.3.6} v (6.3.8})-
(6.3.12). Desarrollando, se tiene

u__ oU =ou. on 20K°Ulu 4ekP®|UWU

5?*”“52'*[]5;*95;* §4/3 ~3 }_?7/3 Ryh +
Ax{-;-é%[%lti+—a—a;(h+ul_f)]+

Sl B (6.3.14)
aK;’IS a(|U| ) 2!U|§§+M @R ot lﬁa(l_i’ﬂh)_lURH?éh
®P| @ 3 Ro R{ox 7 2 ax 12 R ox

10 (ou 0h) oudU dudl oKY¥? aﬂ U| ) |U|RH6U
A —— | —+— |+ ——+——+ h|+
20t\ot ox) otox ox ot BB | ot R ot

(1]l ], ) e 2] -0

En la ecuacién anterior, la elevaciéon de la superficie libre del agua desde de un
nivel de referencia es la suma del tirante mas la elevacién de la plantilla del
fondo del canal, de manera que h = h(A x,t)- y(A x,t )+ z{x), donde y@ P X, t) es el
tirante de la seccidn transversal y z,(x) la elevacion de la plantilla del fondo del
canal. Ademas, si la variacién de la plantilla del fondo del canal permanece
constante se puede considerar que 9z(x)/dx = -S,, donde S, es la pendiente de

la plantilla del canal. Finalmente, tomando en cuenta las consideraciones con
respecto a la elevacion de la superficie libre del agua en el sistema de
ecuaciones (6.3.13) y (6.3.14), y considerando sélo los términos de orden lineal,

se tiene:

BZ-+UB=—+ +B—+

—dh ——0h 8H —=0U — 0B
B U=-—|h
ot ox [ H 5t ot ox 6xJ *

(6.3.15)

—du BA 2
A% 24 of | |Rllu],axat)=0
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éz...a@{gﬁ+gsfu}u+g?ﬁ+gsfﬂh+o{(;|h o+l 1,) amar] -0 eaie

En la ecuacién (6.3.16) se han utilizado las variables simplificatorias Sy, y Sy, ,

y éstas son similares a las definidas en el apartado (4.2.1) ( ecuaciones 4.2.13 y
4.2.14).

Una vez transformado el sistema (6.3.15) v {6.3.16) a una forma continua, se
estd en posibilidades de llevar a cabo el analisis de escalas multiples para
determinar si cada uno de los términos de estas ecuaciones son de igual
magnitud.

Entonces, sea un punto arbitrario de referencia (x,,t,) en el espacio de solucién

Q alejado de la frontera 9Q, y tomando en cuenta que las ecuaciones por
escalar (6.3.15) y (6.3.16) tienen una formulacién muy similar a las ecuaciones
de perturbacién (4.2.22) y (4.2.23), analizadas en el subcapitulo (4.2) vy que
fueron desarrolladas en el subcapitulo 4.2.2. Por tanto, si las variables de
referencia cumplen con la separacion de escalas (4.2.24)-(4.2.29), entonces es
posible tomar en cuenta los siguientes escalamientos: para las variables de
referencia (4.2.33)-(4.2.38); para las variables independientes de escala lenta
(4.2.30}, (4.2.31) y escala rapida (4.2.43) vy (4.2.44); para las variables de
perturbacion (4.2.47) y (4.2.48), y para delimitar la relacion entre las escalas
lentas y rapidas (4.2.46). Tomando en cuenta los escalamientos anteriores, y
sustituyendo las escalas (4.2.33), (4.2.34), {4.2.47) vy (4.2.48) en la ecuacién
perturbada de masa (6.3.15), y desarrollando, se tiene
eH,B, _~dh" o EHUoB, v e an" sAU, .«ou” . FAU, dA” u e

B U'B T o0
Ay o Ay 8 Ay o & X (6.3.17)

B, _« 8H" . BUs » 3U" L BoUo «dB" Y}, « 2
H| 2B ° B 2y _\p* 1 0f2)=0
i (%‘ Hor T T X T ax) +0f?)

Para escalar la ecuacién de cantidad de movimiento (6.3.16) se sustituyen las
escalas (4.2.34), (4.2.37), (4.2.38), (4.2.47) v (4.2.48) , y desarrollando:

* ¥ * S * *
eU, du’ SU o 17 du +58U, U, ou +g—i‘18f w4
A, ot A, X % X U, %

(6.3.18)

eH, 6h

e 955, S +0l?)=0

Reordenando las ecuaciones (6.3.17) y (6.3.18) en funcion del primer término
de cada ecuacién respectivamente, se tiene
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* *

* *ah *au

+ 8h A »
B —+UB —+A —+¢ u +
3 & & = X 6.3.19)
« BH _.8U" _.3B"), «
B h +0lg)=0
(BH ar TP Y 6XJ +0le)
du «0u  8U H,on" €LSp (4 + 4«
P +U & +8 o u’ +gU2 X +g Uf "(Sfuu +Sf-Hh )+O(s)=0 (6.3.20)

En la ecuacién (6.3.20) se pueden evaluar los escalamientos para
gH, /U2 =F2 =0(1) y para el término de friccion g£/U2S, =O(1/8) (ecuacién
4.1.63) y g2/U2s, =0(/8) (ecuacién 4.1.65). Tomando en cuenta las
magnitudes de escalamiento anteriores, y tomando sélo términos de orden Ofg),

entonces las ecuaciones (6.3.19) y (6.3.20) se pueden escribir de la forma
siguiente:

O g O +A ——+O(a) 0 (6.3.21)
e
ou" _«ou’ H,8h" €LSp (. . .
—t U -t g—Z + 21Ssu +Sp h |+0()=0 6.3.22
P & U? P g Ug ( fu fu ) ( ) ( )

Realizando una comparacién del sistema de ecuaciones escalado (6.3.21) vy
(6.3.22) con el sistema escalado en el subcapitulo (4.2.2) (ecuaciones 4.2.51 y
4.2.53}, se concluye que son similares. Por tanto, el procedimiento del analisis
de localizacién tendra el mismo resultado y entonces, el sistema de ecuaciones
localizadas en su versién dimensional son

oh y oh. . p o (6.3.23)

~—+U,—+D,— =0
a %ox %éx

oh (6.3.24)

au+U au+ga—+F3h+F4u 0

ot °a
donde los términos F; y F, son definidos por las ecuaciones (4.2.69) y {4.2.70)

respectivamente.

El sistema de ecuaciones (6.3.23) y (6.3.24) es un problema de valor inicial
puro bien planteado, lineal y de coeficientes constantes para un espacio de
solucién x e (- »,). Retomando la propuesta de discretizacién en diferencias
finitas propuesto por Leendertse, se tiene
hnﬂ —hn Do ( n+l n+l )

oo WUjey2 ~ U2

U,
At Ax Ax(hm/z R 1/2) 0 (6.3.25)
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uf ' -ul U | g 1 1 1
. L4 o (u;-‘+3/2 _u4_1/2)+ Ax (hffl -h}* )+ FiRhG e + Fy (u_?-:lﬁ + u‘?+1/2) =0 (6.3.26)

Como se puede observar, el sistema de ecuaciones anteriores es el resultado de
escalar las ecuaciones algebraicas no lineales (6.1.1) y (6.1.2}. Se obtiene asi un
sistema de ecuaciones algebraicas lineales al cual se delimitarad su condicién de
estabilidad aplicando el método de Fourier en el apartado siguiente.

6.4. Analisis de estabilidad

Debido-a que el sistema de ecuaciones (6.3.25) v (6.3.26) es puro, lineal y de

coeficientes constantes, se puede solucionar aplicando una expansién en serie

discreta de Fourier, v las componentes discretas de Fourier para las variables

de perturbacién se definen como se muestra a continuacion:
R} = h(jAx,n At,m) = hy, o} 'F7%%

u} = u(jAx,nAt,m) =i, pj e'*/4* (6.4.2)

6.4.1)

donde h, vy 4,representan las amplitudes para el m-ésimo modo de Fourier;

pm » €l factor de amplitud modificado asociado con el m-ésimo modo; i=+-1 ¥y
k el nimero de onda adimensional que corresponde para m-ésimo modo.

Entonces, sustituyendo las ecuaciones (6.4.1) y (6.4.2) en (6.3.25) y (6.3.26)
para un modo arbitrario de Fourier, y desarrollando:

ptelki A"{ﬁ(p -1+ 2iUAs)+ 12 iDophs} =0 (6.4.3)

ph el kjbx {ﬁ(2igp As+ FiAt)+illp ~1+2iU sc + Fyatlp+ 1))} =0 (6.4.4)

donde A = Ax/At , s=sen(kAx/2) ¥ ¢ = cos(kAx/2)

El sistema de ecuaciones (6.4.3) v (6.4.4) se puede presentar en forma de un
arreglo matricial, como se muestra a continuacién:

~1+2iU\s 2iD,pAs Al [o
ikjax| ° oP _ (6.4.5)

p" e
2igpAs+ RAt p-1+2iUAsc+ FoAtlp+1)i|a| |0
Ademas, el sistema matricial anterior tiene una soluciéon diferente a la trivial, si
y sblo si el determinante de la matriz de coeficiente es nulo. Calculando el
determinante de coeficientes e igualando a cero se tiene

(p-1+2iUAs)p-1+2iUAsc+ Fyatlp+1)] -2iD pAs(Rigpis+ Fat)=0  (646)
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Extrayendo la relacion de dispersién de {6.4.5)

-2 ZZC + -2%_\/(3 +iC)° ~4A(D +iE) 6.47)
donde los coeficientes 4, B, Cy D se definen como
| A =1+4gD)%s? + FoAt (6.4.8)
B =-2 (6.4.9)
C = 2as[U, (c + F,At)- D FAt) (6.4.10)
D =1-4U%2s%c - FyAt (6.4.11)
E = 2U As(c -1+ FpAt) (6.4.12)

Aplicando, la condicién de estabilidad critica para ip|<1 en la relaciéon de
dispersion (6.4.7), de forma que

_B+iC_ 1 v —
\ 52 toa (B +iCy —4A(D +iE)

<1 ¥Vm (6.4 13)

La inecuacién {6.4.13) indica la condicién de estabilidad limite del esquema de
Leendertse, aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no conservativas. Con el
fin de conocer cémo se comporta esta condicion limite de estabilidad para
diversas condiciones de flujo, en el subcapitulo 6.5 se presentaran los retratos
de amplitud y fase, con lo cual se engloba el estudio de propagacién de
perturbaciones de este esquema,

6.5. Elaboracién de retratos de amplitud y fase

La graficaciéon de los retratos de amplitud y fase de la relacion de dispersién del
esquema de Leendertse (ecuacién 6.4.13) se lleva a cabo segtn la siguiente
secuencia:

a) Condicion de flujo subcritico

Los datos generales de la seccién transversal y de la topologia del cauce para
considerar la generacion de las pruebas numéricas son:

Gasto (Q) =300 m3/s
Ancho de la base (b) =200 m
Talud (ak) =1:4
Tirante critico (y,) = (0.6096 m
Rugosidad de Manning (n) = 0.025
Longitud del Cauce {L) =25,000 m
Discretizacién espacial (Ax) =62.5 m
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Las variaciones de las condiciones de flujo se definieron cambiando la
pendiente del fondo del canal, y la clasificacion de los retratos de amplitud se
muestra en la tabla 6.1, para los retratos de fase en la tabla 6.2, los retratos de
amplitud se presentan en la laminas 6.1-6.4 y los de fase en las laminas 6.8-
6.11. Estos retratos  consideran los numeros de Courant
C, ={0.01,0.11,2,5,10,30,50,75,150} .

Nombre de identificacion Condicién de flujo

del retrato de amplitud Pendiente Tirante Niumero de Numero de
normal Froude Verdernikov

(Sb) (yn) (Fr) (Ve)

Ret_amp_FsOlLe 0.0001 2.1918 0.1443 0.0961

Ret_amp_Fs02Le 0.001 1.1032 0.4087 0.2608

Ret_amp_Fs03Le 0.005 0.6818 0.8448 0.5480

Ret_amp_Fs04Le 0.007 0.6165 0.9832 0.6394

Tabla 6.1. Clasificacién de los retratos de amplitud para flujo
subcritico del esquema de Leendertse.

Nombre de identificacién Condicién de flujo

del retrato de fase Pendiente Tirante Numero de Numero de
normal Froude Verdernikov

(Ss) (Y,) {F.) (V.)

Ret_fas FsOlLe 0.0001 2.1918 0.1443 - 0.0961

Ret_fas_Fs02Le 0.001 1.1032 0.4087 0.2608

Ret_fas FsQ3Le 0.005 0.6818 0.8448 0.5480

Ret;fas_FsOere 0.007 0.6165 0.9832 0.6394

Tabla 6.2. Clasificacion de los retratos de fase para flujo
subecritico del esquema de Leendertse.

b) Condicién de flujo supercritico:
En este caso, los datos generales de la seccidn transversal y de la topologia del

cauce para considerar la generacién de las pruebas numéricas se definen a
continuacién:

Gasto (Q) = 300 m3/s
Ancho de la base (b) =200 m
Talud (ak} = 1:4
Tirante critico (y,) = (0.6096 m
Rugosidad de Manning {n) = 0.025
Longitud del Cauce (L) =25,000 m
Discretizacién espacial (Ax) =62.5m

215



Propiedades de Propagacion de Esquemas Numéricos para la

e Simulacién de Flujos a Superficie Libre
e

Las variaciones de las condiciones de flujo se definieron cambiando la
pendiente del fondo del canal. La clasificacion de los retratos de amplitud se
muestran en la tabla 6.3; para los retratos de fase, en la tabla 6.4. Los retratos
de amplitud se presentan en la laminas 6.5-6.7, y los de fase en las laminas
6.12-6.14. Estos retratos consideran los nUGmeros de Courant
C, ={0.01,0.11,2,5,10,30,50,75,150}..

Nombre de identificacion Condicién de flujo
del retrato de amplitud Pendiente Tirante Numero de Nuimero de
normal Froude Verdernikov
(Ss) {(Yn) (F,) (Ve)
Ret_amp_FtOlLe 0.008 0.5923 1.0443 0.6798
Ret_amp_Ft02Le 0.01 0.5541 1.1548 0.7529
Ret_amp FtO3Le 0.02 0.4502 1.5782 1.0332

Tabla 6.3. Clasificacion de los
retratos de amplitud para flujo supercritico del esquema de Leendertse.

Nombre de identificacion Condicién de flujo
del retrato de amplitud Pendiente Tirante Niumero de Numero de
normal Froude Verdernikov
(S5) {yn) (F,) (V.)
Ret_fas_FtOlLe 0.008 0.5923 1.0443 0.6798
Ret_fas_FtO2Le 0.01 0.5541 1.1548 0.7529
Ret_fas_FtO3Le 0.02 0.4502 1.5782 1.0332

Tabla 6.4. Clasificacion de los retratos de fase para flujo
supercritico del esquema de Leendertse,

—
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6.6. Pruebas numéricas

6.6.1. Programacién del esquema

Se parte de la propuesta de discretizacién de Leendertse para las ecuaciones de
Saint-Venant no conservativas definidas en el subcapitulo 6.1

%(H?,U‘?;x, ) (H“ Xt )M.,_

At ' (6.6.1)
! [U?fﬁfz (i 010 te)- U A 23 20,2, = 0

-+
cm(Hn Uit U2 -Uhap S, Ulvaz —Ujoy
J At 7 2Ax

(6.6.2)

n+l n+l n+l
HJ+1 - H_] N J+1j2

28x R(H?ﬂ/z;xj’fn )4/3

+9g ~gS, =0

' :Para construir un sistema de ecuaciones sdlo en términos de la elevaciones de
1a’ superficie libre se puede despejar la velocidad en j+1/2 de la ecuacién de

- 3 cantldad de movimiento (6.6.2):

Ultn = m[lfm/z gR(H?If H?”)’fQSbAt] (6.6.3)
]+

donde A = At/Ax y el término &2 j+y2 €S

A
&Fi1s2 =‘2’(U 32 -U}l—t/z) ( - JJ?)‘}//L;\ ; (6.6.4)
j+1/2

y para €l término de la velocidad en la posicién j-1/2

1 1
URt, = m o s - alE* - 42 )+ g, 66.5)
i=

Sustituyendo las ecuaciones (6.6.3) vy (6.6.5) en la ecuacién de conservacion de
masa (6.6.1), se tiene '

224



Propiedades de Propagacién de Esquemas Numéricos para la
Simulacién de Flujos a Superficie Libre

BME - HY ) ;\{———A}?;W s, - et ~ H )+ gs,ac)+

1+&2 (6.6.6)

- Tfﬁ?“[u o - gMEM )4 ngAt]} _

Reagrupando los términos para el intervalo n+1 en la ecuacién anterior se
obtiene un esquema en diferencias implicito aplicado a los nodos interiores.
Entonces, la ecuaciéon de conservacion de masa modificada evaliua los efectos
de variacién del tirante, como aqui se observa:

n (6.6.7)

oy HiY +BnH"+l + a1+1/2H;+1 =7Tj

donde los coeficientes af_y,, B}, o},2 ¥ 7} son:

2an
oy = __g_ﬁrf_“zz_% 6.6.9
1+ 2
B} =Bj —afup —afyp (6.6.9)
g ?\‘2Ar'l+1/2 ) .
afyyp = - (6.6.10)
1+ &G
| d.f_l._l 2 an 12 .
Yj = BjH} - —JgT/-( T e+ ngAt)— g’ K’ ( et ngAt) (6.6.11)

Las condiciones de frontera sélo se aplicardan para la condiciéon de flujo
subcritico, ya que este esquema es incondicionalmente inestable para flujo
supercritico, como. se puede observar en los resultados de la graficacién de los
retratos de amplitud para este régimen (laminas ©6.5-6.7). Por tanto,
introduciendo la condicion de frontera izquierda para el gasto definida en
(2.3.56) en el esquema (6.6.7), con base en la propuesta de Aldama, et al,
1981, se tiene

B?Hm'l szg-ﬁl =y7 6.6.12)

y los coeficientes af's, BY ¥ 17 son
n _ 9 APA{':S

s =— (6.6.13)
AT

BF = Bf -afs 6614
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- aK¥3ups| At .
(-3uzs + 4U35 ~Ugs)+ (Rl }Z' 6619
15

(SR

&'s =

n nrn CL?’5 n (6.6.16)
11 = Bl HP + A g(t)A, “E‘;\—(Ul.s +ngAt)

Con objeto de evaluar la condicién de frontera derecha para nivel aguas abajo
- (ecuacién 2.3.57) en el esquema (6.6.7), v haciendo uso de la propuesta de
Aldama, et al., 1981, se tiene

oy HF +BFHF =1 ©6.17)

donde los coeficientes of}_;5, BF v v} son

2an
@y = LIV A (6.6.18)

.

1482
By =Bj ~aj.y2 — iz (6.6.19)
' ®G-12 412

vy =BiHj —aj_y,H,_ pry (U3-1/2 + QSbAt)“ Py (U Jey2 * ngAt) (6.6.20)

Por otra parte, el coeficiente (_;, se puede determinar utilizando la ecuacién
(6.6.3), y el coeficiente (7, se puede evaluar de la siguiente forma:

Y3l yrn

A oK 7 U j,y0 AL _
&z = 2 (3 Ujsyz ~4UGs32 + U3—5/2)+ ,}l 5 | (6.6.21)
(RJ+1,/2)4

Entonces, el sistema resultante a solucionar, considerando el esquema para los
nodos centrales (6.6.7), para la frontera izquierda {6.6.12) y para la frontera
derecha (6.6.17), asi como para una condicién de flujo dada y para un instante
cualquiera, se puede agrupar por medio de una matriz tridiagonal, como se
puede observar a continuacion:

. - =+l r =

[ 0 H, Y1
ars Bz ajs H, T2
ozs B3 %Gs H, Ys
: —|: (6.6.22)
Qrse Bz ®riap H,_, { Vo2
0‘3-3}2 B . 0"3—1/2 H; . Y1
L 0 “3—1/2 7 1 L H; | R
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El sistema matricial anterior se puede representar como A-H™'=y", y la
solucién para el intervalo n+1 es g’“‘ =A'y", con lo cual se obtienen los

nuevos valores del tirante en n+1. Para actualfzar los valores de la velocidad en
las celdas alternas U™, se puede hacer uso de las ecuaciones (6.6.3) o (6.6.5).

Debido a que el esquema en diferencias (6.6.22) es lineal y no contiene
términos por actualizar, se tiene como resultado que este esquema es muy
eficiente en el uso de tiempo de céomputo para llegar a una solucién, A fin de
confirmar este comportamiento en el subcapitulo (6.6.2) se presentan una serie
de pruebas numéricas.

6.6.2. Verificacién numérica

" Las pruebas numéricas del esquema de Leendertse aplicado a las ecuaciones de
flujo a superficie libre de Saint-Venant no conservativas, se realizaron para una
condicién de flujo subcritico, debido a que este esquema es incondicionalmente
inestable para flujo supercritico, como se puede observar en los retratos de
amplitud, (laminas 6.5-6.7).

La secuencia de las pruebas numéricas para flujo subcritico tiene como punto
de partida la consideracién de los datos generales de la seccién transversal y de
la topologia del cauce, los cuales se definen a continuacién:

Gasto (Q) =300 m3/s
Ancho de la base (b) =200 m
Talud (ak) = 1:4
Tirante critico (y,) = 0.6096 m
Rugosidad de Manning (n) = 0.025
Longitud del Cauce (L) =25,000 m
Discretizaciéon espacial {Ax) =62.5 m

La condicién inicial se determina por un flujo normalizado para una pendiente
del fondo del canal, la cual se modificé para generar una serie de escenarios
diferentes. Los datos generales de las caracteristicas del flujo normalizado se
pueden observar en la tabla 6.5. La condicién de frontera es un hidrograma
triangular (lamina 5.68). Para evaluar las condiciones de discretizacién espacial
se consideré un Ax=62.5m y para la discretizacién temporal se tomaron en

cuenta los siguientes valores del namero de Courant
C, ={0.001,0.01,0.1,1,2,5,10,30, 50, 75,150}.

227



Propiedades de Propagacién de Esquemas Numéricos para la

Simulacién de Flujos a Superficie Libre
e — — ]

Nombre de la Condicién de flujo
Prueba Pendiente Tirante Nuimero de Numero de
normal Froude Verdernikov
(Sb) (yn) (E-) (Ve)
FsOlLe 0.0001 2.1918 - -0.1443 ~  0.0961
Fs02Le - - 0.001 1.1032 0.4087 0.2608
FsO3Le 0.005 0.6818 0.8448 0.5480
FsO4Le 0.007 0.6165 0.9832 0.6394

Tabla 6.5. Escenarios de condicién inicial para las pruebas
numéricas del esquema de Leendertse.

Los resultados de las pruebas numéricas de la simulaciéon del transito de la
avenida (lamina 5.68) para los diferentes escenarios de condicién inicial (tabla
6.5) y diversos valores del namero de Courant, donde se determiné la condicién
de estabilidad numérica, y se resumen en las tablas (6.6) —(6.9).

Prueba FsOlLe Prueba FsO2Le
Numero de. Condicién de Nuimero de Condicién de
Courant estabilidad Courant estabilidad
Tebrica Numérica, Tebrica Numérica
0.001 Si Si 0.001 Si Si
0.01 Si Si 0.01 Si Si
-0:1 Si Si 0.1 T & Si
1 Si Si | Si Si
2 Si St o 2 Si Si
S Si Si 5 Si Si
10 Si Si 10 Si Si
30 Si Si 30 Si St
50 Si Si 50 Si Si
75 - Si Si 75 Si Si
150 Si Si 150 Si Si
Tabla 6 6. Resultado de estabilidad de Tabla 6.7. Resultado de estabilidad de
la prueba FsOl1Le. la prueba FsO2Le.
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Prueba FsO3Le ' Prueba FsO4Le
Numero de Condicién de Numero de Condicion de

Courant estabilidad Courant estabilidad
Tebrica Numérica Tedrica Numérica

10.001 S8 Si ~0.001 Si Si

- 0.01 Si Si S 0.01 Si Si

0.1 Si Si 0.1 Si Si

1 Si Si 1 Si Si

2 Si No 2 No No

S No No ) No No

‘10 No No 10 No No

30 No No 30 No No

50 No No S50 No No

75 No No 75 No No

150 No No 150 No No
' ~Tabla 6.8. Resultado de estabilidad de -~ - ~~Tabla 6.9, Resultado de estabilidad de

la prueba Fs03Le. ' Ia prueba FsO4Le.

En las tablas anteriores se puede observar que prediccién del método de
propagacion de perturbaciones aplicado al esquema de Leendertse indica con
bastante exactitud los limites de estabilidad de este esquema, y la tnica
prediccion con fallo en la pruebas numeéricas se tuvo en el escenario FsO3Le
para un numero de Courant C, =2. '
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CAPITULO 7

FORMULACION DE LA ECUACION DE
CONTINUIDAD GENERALIZADA DE ONDA
(GWCE)

Las ecuaciones de flujo en aguas someras son cominmente empleadas para
determinar fluctuaciones de marea y patrones de corrientes maritimas. Estas
ecuaciones son obtenidas al integrar las ecuaciones generales de flujo de
Navier-Stokes en la direccién vertical (subcapitulo 2.2). Para obtener la solucién
de las ecuaciones de aguas someras en su forma primitiva, es practica comin
el uso de esquemas numéricos de discretizacion que emplean la técnica de
elemento finito en el espacio (Westerink et al., 1987; Zienkiewicz y Taylor, 1989;
Reddy, 1993) y de diferencias finitas en el tiempo. Sin embargo, los esquemas
que se han construido basados en las técnicas antes mencionadas, producen
soluciones que exhiben oscilaciones espurias de un nodo a otro (Kinnmark y
Gray, 1985; Kinnmark, 1986).

Con el fin de eliminar dichas oscilaciones, diversos investigadores han
propuesto hacer uso de términos de filtrado, teniendo en cuenta que al
incluirlos debe cuidarse que la solucién funcione adecuadamente, tanto para
longitudes de onda grandes como pequenas
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Una propuesta en este sentido fue la introducida por Lynch y Gray (1979), que
consiste en el uso de la ecuacién de continuidad generalizada de onda
(Generalized Wave Continuity Equation, o GWCE), como una formulacién de las
ecuaciones de aguas someras, que ofrece un excelente control de las
oscilaciones espurias y permite obtener soluciones aceptables en amplios
rangos de longitud de onda (Ramuez ‘et al., 1997; Aguilar y Escalante, 1998;

Aldama y Aguilar, 19993,

La formulacion de la GWCE tiene su origen en las ecuaciones de aguas someras
0 ecuaciones primitivas determinadas de la integracién en la vertical de las
ecuaciones de Navier-Stokes, bajo las siguientes consideraciones:

- El fluido se considera bien mezclado en la vertical y la aceleracién vertical del

fluido puede ser despreciada; esto implica que puede utilizar un aproximacién

hidrostatica. ,

- El fluido es incompresible

- ~-El fluido-es- turbulento. - -
- Las ondas que se propagan en la superﬁc1e son largas (la longltud de onda es

por.lo menos 20 veces mayor que el tirante).

Las. ecuaciones de aguas someras derivadas bajo estas consideraciones se
presentan a continuacién, y seran denominadas en lo sucesive como las
“ecuaciones primitivas” (Drolet y Gray, 1988). Difieren de las ecuaciones
integradas en la vertical, desarrolladas en el subcapitulo 2.2, dado que incluyen
el efecto de aceleracién de Coriolis.

Ecuacién de continuidad;

S@(c;,u) =7 (Hu)=0 ' 7.1)
Ecuacion de cantidad de movumento (en su forma no conservativa):
m(t,,u)——ﬂ.l Vu+tu+kau+gvg—%—=0 t7..2}
Ecuacién de cantidad de movimiento (en su forma conservativa) |
M., )= HM(EG, u)+uLE,u)=0 (7.3)

donde ¢ es la elevacion relativa al nivel medio del mar; h el tirante (la distancia
entre el nivel medic del agua y €l fondo); H =¢+h la altura de la columna del
agua; u el vector de velocidades promediadas en la vertical, en el plano
horizontal; © el parametro de friccidn; g la aceleraciéon de la gravedad; k el
vector unitario en la direcciéon vertical y 4, un vector que incluye los términos
asociados con esfuerzos producidos por la accién del viento.
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A través del uso de los operadores asociados con las ecuaciones primitivas {7.1-
7.3), se puede definir la formulacion GWCE. En particular, la ecuaciéon de
continuidad generalizada de onda se escribe como:

‘wc(g,u)sﬁ%(%_“_)-v-%c(c,u)+G§£(c_;,u)=o (7.4)

donde Ges un parametro numérico. En la formulacién GWCE la ecuacion (7.4)
se resuelve en forma conjunta con la ecuaciéon de cantidad de movimiento, ya
sea en su forma conservativa, ecuacién (7.3), o no conservativa, ecuacién (7.2).
Al observar la ecuaciéon (7.4) es evidente que cuando G - », la GWCE tiende a
la ecuacion primitiva de conservacién de masa.

Para validar el uso de la formulacion GWCE es necesario primeramente evaluar
si las soluciones que ésta produce coinciden con aquéllas correspondientes a la
formulacién primitiva, cuando ambas se aplican al sistema continuo. Dicha
evaluacién se efectuarad sobre la base de la premisa de que el problema esta
- bien planteado.

Una definicion de que un problema esté bien planteado segtin Hadamard
(Drolet y Gray, 1988) es que se debe cumplir que (lo cual se puede derivar de la
definicién que se manejé en el subcapitulo 3.4): (1) una solucién existe; (2) la
solucion es unica, v (3) la solucién depende en forma continua de los datos
complementarios (condiciones iniciales, de frontera y parametros).

Dado que es maéas simple analizar las propiedades de propagaciéon de la
formulacién GWCE aplicada a la version unidimensional de las ecuaciones de
aguas someras, se procedera a estudiar dicha formulaciéon en el contexto de las
ecuaciones de Saint-Venant. Entre otros resultados, esto permitira determinar
la condicién de estabilidad de la formulaciéon GWCE para flujo unidimensional
a superficie libre, teniendo en mente que la formulacién primitiva de las
ecuaciones de Saint-Venant posee la condicién de estabilidad:|V,| <1(Skeels y

Samuels, 1990; Ponce, 1993; Aldama y Aguilar, 1996).
Entonces, para construir la versién conservativa de la formulacién GWCE para
flujo unidimensional a superficie libre para un canal no prismatico, se emplean

las ecuaciones conservativas de Saint-Venant en su versién diferencial
(definicion 2.2)

Ecuacion de conservacién de masa:

A 8
L(A,Q;x,t) = i _a% =0 (2.3.52)

T R
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Ecuacidon de cantidad de movimiento:

2
M(A,Q; x ,t)———~+5;[3] gAﬂgzx—i)-f-gASf(A Qxt)=0 - (2.3.53)

La formulacmn de la GWCE conservatlva para el caso undlmensmnal se

g construye como:

W4, 0;x,1)= agg(A Q”"t) 9 [‘}’}/L(A 0ix,t) ]+ G B4, xt) 75

Sustitt.:yendo (2.3.52} y (2.3.53) en (7.5): .
2 2 .
WA, 0;x,1)= -4 —-—-(Q ) i[gA(@(—’;;—c’ﬁ’i) +5:(A,0;x, t))] + (7.6)

ot ax?|\ A} ox
8A 8Q
G( ot " ax)

7.1. Determinacion de la propagacién de perturbaciones del sistema cohtinuow-

711 Co'ﬂstrucci‘én del sistema perturbado

Las propledades de propagacién del sistema (2.3.52) y (7.6) se Iogranﬁ
introduciendo. una pequena perturbacwn sobre la variables depend1entes dela.
forma siguiente:. -
A=A+a s ||E||>>!|a|] (L)
" Q=Q+a ; [0]>]q]
"donde A y Q son los valores de referencia, v a y g son pequenas
perturbaciones, que actian sobre las variables dependientes. Sustituyendo
(7.1.1) y (7.1.2) en (2.3.52) y (7.6), se obtiene el sistema de ecuaciones
perturbadas de la formulacién GWCE y cantidad de movimiento en su version
conservativa.

a2 [(a_ : q)zJ_é_a;[gA{ah(ﬁ._gx__)a:x,t rsAratraxd]

(7.1.2)

at? A+a
L _ (71.3)
+ G(B(A+ a) . 6(@ + q)J i
ot ox
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ot A+a ox

a!5+q!+£_c_[(§_+q} :}+g(Z+a)ah(A;x’t)+g(E+a)sf-(z+a,5+q;.x,t)=0 (7.1.4)

Para desarrollar la ecuacion de la formulacion de la GWCE (7.1.3) se propone el
realizar un analisis término a término:

Primer término:
P*A+a)_ 0?4 o%

7.1.5
at2 ot2 6t2 ( )

Segundo término:

ax{ax [(Q—ﬂf-“ 2 [2]raf o]} ar

A+a

En la relacién anterior:...se..tiene..que....”Z“ >>|a|. En este caso se puede aplicar la

expansién binomial (4.1.8) para el término operado por la derivada. Entonces,
la ecuacién (7.1.6) se puede expresar de la forma siguiente:

ax{a[(%—qf” i{i{%}%{%}-;[iﬁ ”Jro[ aleialf] 27

Tercer término:

En este caso la variable que evaltia la elevacion de la superficie libre del agua
desde un nivel de referencia h(4;x, t), tiene una dependencia paramétrica con
respecto a la variable del area, y pata su desarrollo se puede aplicar la expansion
en serie de Frechét-Taylor (4.1.35). Entonces, sustituyendo esta expansion en el
tercer término de la formulacién perturbada GWCE (7.1.3), y haciendo uso de
(4.1.36) v (4.1.37)}, se tiene la siguiente expresion:

2 ola-alizmnt] 2 2 0%, a%aliofiaf) g

ox

Cuarto término: |

Debido a que el término de friccién S {(A,Q;x,t) mantiene una dependencia
paramétrica con respecto al area (A} y el gasto (Q), para determinar la
contribucién de este término en la propagacién de perturbaciones se puede
aplicar una expansion en serie de Fréchét-Taylor, en las dos direcciones
paramétricas, tal como se determind en la ecuacién (4.1.27)

-

L
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Quinto término: -
Dado que el término que delimita la influencia del término de filtrado es lineal
su desarrollo es

G[a(zmh (5+q)]=G(3_E;+2QJ+G[§3+?g] g1

ot T 9x ot ox ot ox

: Para construir el desarrollo de la-ecuacion perturbada de la GWCE (’7 6},

sustituyendo los desarrollos (7.1.5), (7.1.7), (4.1.27) y (7.1.9), y agrupando los

termmos de orden superior al lineal, se tiene

24 8|0 62 —dh a aQ L

— - AT+ gAS G o

ot? Bx{ax[A] 9% "9 f} (at ox ) - (7.1.10)
—a—z—-——g-— 22— § '__._c'i_ 62-a + Ai(h a)+ ag—ﬁ—+

o " ax|"ax R ™ il R L b A ™

948 +gA(aSy, vaSo )22+ 2. o uau+uq||)2]

Cabe hacer notar que las vanables s Wy S fo dehmdas en las ecuaciones

(4.1.25).y (4 1.26) dependen de la manera como se evaliia el término de friccion,
¥ que en este caso se hace uso de la ecuacién d1men31ona1mente homogenea de

Chezy-Manning (2 3 45)

Debido a que la ecuacién de pertuxbacmn de cantldad de movmuento (7. 1 4} es
similar a la ecuacién de cantidad de movimiento (4.1:34), desarrollada en el
B subcapltulo (4.1.2), 31gulendo un procedumento s1m11ar para . el desarrollo de :
esta ecuacién y se tiene *

S B Y } - _
BQ 21Q —-dh aq a1Q e
Al ga _L|E
ot Bx{ J ? ox 9 Sf+at _Zax(AqJ ax(g2a]+ ) (7.1.11)
a8 oh _ - -
gAa—x(hAa)+ ga'—a;-f-ga:Sf +gAa'S}'A +gAqSy, +O[(|[a’|+||q|[)2]=

Los primeros términos, que sbélo contienen variables de referencias en las
ecuaciones {7.1.10) y (7.1.11), satisfacen las ecuaciones de la GWCE y cantidad
de movimiento en forma exacta. Al agruparse estos términos se define la
condicién de referencia segiin se enuncia a continuacién:

2A o o[3 8y 0A 30 (7.1.12)
72 ax{ {A}”QAG +gA(Sf Sb):I-FG(E‘Fé‘x =0
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ot ox| A

~ donde se ha considerado que h=z, +y y S, =-92,/0x, siendo S, la pendiente
de la plantilla de fondo del canal.

GQ 6[0 }+gAay+gA(Sf Sb)=0 (7.1.13)

__Eliminando la condicién de referencia en (7.1. 10) y'(7 ‘.,1..11),, se obtienen las
~ ecuaciones perturbadas siguientes:

Pa ol 2(0) a(3® ). =0 .Q_ﬁ |
_.___.ﬁ——iiz-—-[:q] [ a +gA(3 (hAa)+ga 6x+

ot ox| ox\AT) ox
(7.1.14)
| da 2
9aSs +g (a8, +a8p o o 2+ 22) o] (al +]al P-0
sa . 2(3) [0 =0 (-
%, ,0(Q 1 21Q |, .22
et Bx[Aq] 6x[g2 aJ+gAax(hAa)+ o (7.1.15)

{6y = P —
ga(szf ~Sp +As-f3]+g_'Aquo +O[(||a1l+l|qﬂ)2]=

7 1.2. Andlisis de localizacion

Para evaluar si cada uno de los términos de las ecuaciones de referencia
(7.1.12) - y--(7.1.13)--son -de igual -magnitud, se propone.llevar a- cabo un
escalamiento, tomando un punto arbitrario (x,,t,) de referencia en el espacio de

solucioén Q, alejado de la frontera 8Q. Debido a que las ecuaciones de
referencia (7.1.12) y (7.1.13) tienen las mismas variables tanto independientes.
(x y t ) como dependientes ( A(x t)y Q(x t) ), con dependencia paramétrica

o y[A (x, t) %ty Sf [A(x,1),0(x,t); x:t] ) v del término de variacién de la pendiente

del fondo del canal (S,(x)), con respecto a las variables utilizadas para las
ecuaciones de referencia (4.1.40 y 4.1.41), Por tanto, se puede hacer uso de los
escalamientos aplicados a las ecuaciones (4.1.40 y 4.1.41) (subcapitulo 4.1.3)
en el escalamiento de (7.1.12) y {(7.1.13). Se hace uso entonces de las escalas
para las variables independientes (4.1.51) y (4.1.52), asi como para las
variables dependientes y los términos que tienen dependencia paramétrica
(4.1.54)-(4.1.58).

Por tanto, para escalar las ecuaciones (7.1.12) y (7.1.13) se sustituyen las
escalas (4.1.51)-(4.1.58) de forma que
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Y —————— ———————— — —— ——————]

2 ) *2 *
0 A —i—a{ % i[o, ]+gA°y° A ga,a'(s,S) - 5,5+

%‘2 o122 £ oX| A, X £ X (7.1.16)
A, A" .9 20
G <2 0
[% T @ GXJ
* *2 *
QO aQ Q°2 a Q Aoyo * ay * ¥ *
=2 \ e A A, A\ Sy Sh ~ = (7.1.17)
% oT +Aoggax |9 < ax + 94 ( 7.5¢ Sosb) 0

Reordenando las ecuaciones anteriores en funcién del primer término de cada
una de ellas:

2 * *2
oA __@{_q[o J Y 42 o 2 p (s, 5,5)|+

a12 0X|8X| A" U? X 2
. N (7.1.18)
G—%i- .6_4__4.8@ =0
U, |\ oT = &X )
20" 0% v 0y .
oA = AT|Sy S -8,5,)=0 (7.1.19)
aT ax[A ) gU2 X grUo2 ( fo=F — e b)

De las expresiones anteriores se tiene que gy,/UZ =F 2 =0(1), en el caso del
término de friccion g=/UZS; =0(1/8) (ecuacion 4.1.63) y g=£/UZS, =O(Vs)
(ecuacién 4.1.65). Tomando en cuenta estos escalamientos en (7.1.18) y
(7.1.19), se dice que

* *2 *
?A" alolo ;) = . .
_..._._{_( ]+g£9_A % vg 2 a(s,s)-s,80)+

12 dX|aX| A" U2 X 2
o) - [ o of1) o(1/8) - O(1/3)] (7.1.20)
U,| 8T  aX
o(1) + 0(1)
Q" Q). Yo .0y -
T +ax[ J+gu2 X 9% (Sf ~SoJa’s} =0 (7.1.21)
o) o) o(1) 0(1/8) - 0(1/3)

Recordando que en el subcapitulo (4.1.3) se demostré que para un flujo con
tendencia a la normalizacién la diferencia ({Sy -S,)=0(5), entonces
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g/8(S;, -S,)=0(1). Lo anterior indica que para las ecuaciones de referenma
todos los términos tienen la misma magnitud..-

Para el escalamiento de las ecuaciones perturbadas (7‘.1‘.14) vy (7.1.15},
tomando en cuenta las mismas caracteristicas de separacion de escalas
(4.1.46)-(4.1.50) sobre un punto arbitrario (x,,t,), para lo cual se considera las .
.escalas de las variables dependientes de.perturbacion (4.1.70) y (4.1.71) y-las .
relacién entre las escalas lentas y rapidas {4.1.69) tiene la misma validez, se
estd en posibilidad de llevar a cabo el escalamiento de las ecuaciones
~ perturbacién (7.1.14) y (7.1.15). A pesar de esto, es necesario desarrollar el
término convectivo de estas ecuaciones considerando ,
mgi[g_ ) 2003g , 1 aA(zoqu 0% _ 2qao) - 7122

w2 A Aoxox zPox| A ox Tox T

q 2*Q _ Qq5‘2A Q d%q
Aax? 7% ax? Aax

_oa 20 Q 9A(,0adA . =da 2Q Y
+2a 2 3= -20—-4a—< (7.1.23).
an 6xJ+ 23-Bx[ A Ox an ?6x}+ '

2%
TN
>l
L
] :
e
§’l8
f'—"‘\

éaazé 20 a62A+Q 62
A2 a;;"’ 23 _6x A2 ox?

ol ~0( 0A( oha o ohada [ 8*Fa ' 5a
—1gA—Ih =qg—1| +h 2A—-—————- A h 7.1.24
[g (Aa)] 9 ox (aax. Aa)_ 9% ox +g[ 8x-2+ a2 b

Sustltuyendo las. ecuaciones. (7.1.22)- (7‘.,1..24) en la ecuacién de la GWCE'_
(7.1.14), v agrupando, se tiene
2, ~ — _ _
Pa_(309_50a_,,00 , 04) 2 00 _4Q04)_
at ox ox ox ox

zé[ﬂ[éa_q}_ség[ééf_éfé } 20 #q , 0" % _
2

A’lax? \A ailox) “ax? | A ax? 2 ox
- - : 7.1.25)
3%y o daldy = (
a| Y+ 2 (5 -8,)-922|%¥ 15 -5, |-
g {ax P (f )] an(ax f b]
~ 8%ha  , 0ha da 0%  da oq oSy,  0Sy
A +2 —thy—m+—Sf + =8, + A g 2 |~
g (a ox? ax ox  Aax? ox I Tax Tl T o 95

0A( oha 7 da 5 da og -
o2 (a % a2 vaSy, +aS oo 2ol (lalelalF]
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Ademas, sustituyendo las ecuaciones (4.1.73) v (4.1.74) en la ecuaciéon de
cantidad de movimiento (7.1.13), y agrupando

% ,2]4-2420_ 2241, Qa_q*Q_éngg oa

gt A ox A ox ox

A A 8x Zz ox

(7.1.26)
dh oy
ga( a; BJICJ-’-Sf Sb +ASfAJ+gAquQ+O[(!|a“+"q”)2]=

Entonces, para escalar la ecuacion de perturbacion de la formulacion GWCE,
se sustituyen las escalas (4.1.51)-(4.1.58), (4.1.66), (4.1.67), (4.1.70) y (4.1.71)
en (7.1.25) y se presenta el desarrollo de la aplicacién de estas escalas término
a término:

Primer término:
d%a €A, 8%’

= 7.1.27
a2 A2 & ( )
Segundo términO'
399_5 aQ PAY 2 80 40QdA
Ag2-03-2a32-2q; Tk k)
A (7.1.28)
2 * * * * * L w
203 A*aq Lo % o 29 cq A 1 0Q° 20" 24
A, g 3 X K 42 X 49 X
Tercer término:
=1 Aa237A 2=
2 9 |PA(0,_ ) s Qa 6A] 2’0,
A“lox*\ A a2\ ox Bx?
- (7.1.29)

* o * * * *x 2 *
207 & Q" |2%A Q g ]o3@ a4 _%Q" .
Ao %2 ‘-A*2 ax2 A* A*2 ox ax2
Cuarto término:
_209% 0° 5% _20% = { 20" 0%q" 0" #%a ] (7.1.30)

t—gz ) 2
A ax? A2oax? A, A2 A" 42 a2

Quinto término:

32y & | Yo 2*y” 85} 332
+ 25 -8,)|=qa, Lat| %Y 5, B g 3 (7.1.31)
ga[ax ox 5 - b)] g s—sza [s{: ax?  Tlax TUax
Sexto término:
dafdy Ay,eda 3y A,cda R .
%ai%y .5 -5 + S, S} -8,8 7.1.32
gax[ax b) Yzn, & X 9N, & (57,57 -5,5%) (7132
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Séptimo término:

-~ 8%ha dha da  + 0% aa o, . 993 a5y, oS fo
Al a +2 —+h = Sf +28p, + A+
g [ ox? | ox ox ax® ok ek T T e Ty
g & atn a%a” o dhy da’ v 20 . 92 hA , (7.1.39)
oo °Ax,, A2 T & X2

-

- * aa aq * -* an * ano
980Sr0 3 A[acsf‘ E—Sﬁ?”{a x "9 X
Octavo término:

PA( oha i da Ayh,e A" ~ da
g-éj—c—(a P +hA“"""+aS_fA +quQJ g—2-2 (a 6X BCJ+

LA, X
'7.1.34
25204 (s, vg' s ) e
=2 X fa q Jfo
Noveno término: ... oo oo .. .. . S o
G(?’ﬁ+§‘l} =GA ba_, % (7.1.35)
ot ox ot BC .

Escalando las ecuaciones (7.1.27)~(7.1. 35) en relacwn con la ecuacién {7.1. 27),
v definiendo el orden de cada término como se muestra a continuacion: =

Primer término:
A2 84, 8% 8%’

AW o =0{) (7.1.36)

Segundo término:

A2 202 ( «o8g" _voa £0Q" +oA" ) 1 8Q" 20" aA”
A - -2 + - = (7.1.37)
£A, A2 3 © o 1% x "9 & A7 X a0 X (

2 400 1o o207 Loa)|(1 20" 20" 24"
o & X X J 42 X 4 &X
o) |

Tercer término:

2 2 2 *\2 o
Af 207 & Q {GA [%a __q*J Q*c; (aAJ ) a,}

eh, A, 2 p*?| ox? _ X ax2
e e 4 A (7.1.38)
2 Q |8%A7(Q . Q" a’[o4A" g %Q"
2 Sl ® "9 |73 T %2 2|7
(a?] ax? (4" PR X
O(sz)
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Cuarto término:

A_%ZQ?_E!_ _20* 62 " Q 32 32 * Q (7"1"39}
SAO Ao A%c A* ac‘;z A*2 ac2 A acQ *2 agZ

=0(1)

Quinto término:

AT e «| Yo 3%y 08y . oSyl ey, «0%
—tgA,—a |22 +S -S 2a + {7.1.40}
cA, 70 {eﬁ ax2 Tl T°ax Uz - ax?

ggzgg *[ asf -8, ﬁ]

al|sS
v2 " |Tlax 70X

Aplicando el escalamiento para el término de friccién con (4.1.49) v (4.1.50) en
la ecuacion anterior y desarrollando

A2 A Yo 62y ey an -s, asb 82yo a azy* + (7.1.41)
EA Eg 2 Jo X ax 2 2
£ X Uz X
aS} S,
f b
rgela’ls, —L .5,k
9°% { fax e axJ
= Ofg)

Sexto término:
2 * +* * * *
Al I:Aoyoa ba 0y g Ae da (Sfo S; - SOSZ)] - giyig_i‘i_?.&_ + (7.1.42)

LA, & X A, X U, & oX

93%6,, 57 -5.55)
)

=0
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Séptimo término:

A2 Aohot ah; da" o «3%h,
+E£7a +
sA A2 "X & ax2
AS . [ .ast  LaSt
f° 6q Sf tea’ —1a 4 g fo |-
fo aX ax
h, 8°a dh, 6a’ o » 8%h, (7.1.43)
R a2 2" 04 1.
Tz (‘“ac " w T ae)

h, ,» 0% s J[8a" o Bg

—< Ah —-Sr A|—8 —S 0]
U? Aacg +g§ Fo {3('; A+ac fo]"' (8)

para definir el escalamiento en {7.1.42) y (7.1.43) nuevamente se aplicaron los

escalamientos definidos para el término de friccion (4.1.49) y (4.1.50).

Octavo término:

A2 AhsdA"( +Bh, ,+0a") A7 ASpEaA’
a +h +sAog P (a SfA+q Sfo)

eA,~ LA, OX| X A&
* * " 7.1.44
ge fz__é‘A a P4y 2a +giS %——(a* S +q Sy )— | )
U X ax A ac 5 fo X fa q fQ
Ofe)
Noveno término:

2 - & * L]
At qAt|da 09 |_Ax[%a | 3 (7.1.45)

€A, Al or & U, |\ o &

en este caso se considera que el término de supresiéon de las oscilaciones
espurias de la formulacién de GWCE es de una magnitud de G=0{U,/A,}).

Entonces, la ecuacion (7.1.45) es de un orden de O(1).

Sustituyendo los escalamientos (7.1.36)—(7.1.39), (7.1.41)-(7.1.45) en la
ecuacion (7.1.25), y agrupando
2 * * 2 * * 2 * 2 L4
82 _2(% 6q2 +Qzaa2 +gﬁ%*A*hLaa
ot AT & 4 & Uz a2

da aq Ay da’ 8q*
g S, A S’ S ] G—(—_—+ J+Oa =0
fo [ag .fA aq fQ UO & ac ()

Por otra parte, sustituyendo las escalas (4.1.51)-(4.1.58), (4.1.70) y (4.1.71} en
la ecuacion de cantidad de movimiento {7.1.26):

(7.1.46)
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£Qq aq 28 in[q —Q—:a*]{?_gi 0" aA*J,,.,fHQO[ Q og” Q*z aa*J-]-

A, 01 LA A A X A 0K A A, | A& 47 &
eAn .~ da’ a h, ,x 6h:1 Y 6‘y* * * * (7.1.47)
g Aon hA aé %A X +§? X +Sﬁ)Sf—SaSb+SfoA SfA +
geA,S;9Aq S}Q + 0(82) =0
Reordenando la ecuacidon anterior con respecto al primer tér‘mino:
aq 1 q*___* Q" _Q aA™) . 2Q o Q" oa’
Bt A A X A" X A& 47 &
(7.1.48)

h, « da” ho [ ,«8hy y,dy =4
+g—2| A =0 -9->55S, 'S,
gU2 o geug{ X "h, X 750G S+
992 * * * K * ok _k
QFSfc[a (Sf'i‘A SfA)+q A Sfo]'l'O(S):O

o

En la expresion anterior se evidencia que la magnitud de algunos términos se
pueden evaluar como y,/h, =0Q) , gh,/UZ=F?2=0Q) vy (S; -S,)=0(); por
tanto, la ecuacién (7.1.48) se puede escribir de la forma siguiente:

* * * *2 »
og Q g Q da h, « da’
%9 ¥ % _ rglo A’ (7.1.49)
ot AT 4”& gUf 8€
g LI I
ggsﬂ,{a A Sp +g A Sfo]+Oe =

Localizacion:

Tomando en cuenta la hipétesis de separaciéon de escalas (4.1.46)-(4.1.50), y
considerando que la variaciéon entre las escalas de magnitud pequerfia se puede
evaluar por las definiciones (4.1.86) y (4.1.87), entonces, después de aplicar
una expansion en serie de Taylor sobre el punto arbitrario de localizacion
{x,,t,), se puede concluir que las variables de referencia tienen un

comportamiento del tipo A" =1+0{g) y que las variables de perturbacién

a’ =1+0(). Esto indica que al aplicarse esta localizacién las variables de

referencia tienen un comportamiento suave o de una magnitud casi
estacionaria, y que las variables de perturbacién tienen un comportamiento
rapido o de una gran variedad. En forma coloquial se dice que las variables de
referencia pueden ser localizadas y las variables de perturbacién no pueden ser
localizadas.
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De tal modo, localizando el sistema de ecuaciones (7.1.46) vy {7.1.48} se puede
escribir como:
2" 2 _* 2. 2
aa:; - 2U, aafz +U2 a@; + g%th 4 %é} - (7.150)
-]

€ da aq” A.(da” &g
ggSfo [“553& +ae; sf%) Gﬁj—(uar—ﬁuac}ro(s) 0

*

6q oq” 26a h da’ x . B
p= +2U, ° % " U — a gUZ Ay hy —— & +gSSf°A [a Sf,, +4 Sfoo}+0(e)-—0 (7.1.51)

Buscando una solucién perturbatoria para las variables del sistema (7.1.50) y
(7.1.51), del tipo (4.1.92) y (4.1.93), entonces la solucién para la condicién de

¢—>0", el sistema de ecuaciones (7.1.50) y (7.1.51) se puede expresar de la
forma siguiente:

2,* 2 _* 2, * 2 _*

—a Z" --QUOa %"+U§a C;°+g—h% oh.Aaa %

ot o & T U; a?

€ da,, aq, A, (da, oq,
-g—8;A o S, /] S +G X o o |
gs fo 0[ & fa, T 8¢ fooJ U, [ ot + oz ]

(7.1.52)

éq, dq, ,020a, _h da, . . .
“é‘t'l"'zUoth——Uo aC gUO AOhAa ago +g88f [aoSon +q°SfQo]—O {7153)

Después de localizar el sistema de ecuaciones de perturbacién dentro de un
dominio de solucién espacial x<[0,L], donde se definié el escalamiento de

<%/L = 0(1), al momento de escalar para las variables de perturbacién la variable
de longitud para la escala pequefia se delimita en {=-x,/A, =~x,/e£ ¥y
¢=(L-x,)A, =(L-x,)/s¢. Cuando se tiene la condicién ¢-»0" el rango de
variacién de la escala longitudinal en el &mbito local es ¢ e (- ©,®).

Finalmente, una vez aplicado el analisis de escalas y localizacion al sistema de
ecuaciones (7.1.15) v (7.1.16), éste se ha logrado transformar de un problema
de valor inicial no lineal con coeficientes variables a un problema de valor
inicial puro, lineal de coeficientes constantes, cuya versién dimensional es:

#%a 82 q 9 8%a da dg (aa an
e = 2U +UZ 1 -F* s - F -F 2+G —+—==|=0 7.1.54
at? ax? ( )ax ax ?oax " ot ox ( )
dq g 9 _2\8a N
( at+2U P UO(I-F,. )&—+F1a-+F1q-0 (7.1.55)
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donde F, y F, son definidas por la ecuaciones (4.1.99) y (4.1.100)
respectivamente.

7.1.3. Andlisis de estabilidad

Una vez que se tiene un problema de valor inicial puro, lineal y de coeficientes
constantes (ecuaciones 7.1.54 y 7.1.55), puede ser resuelto por medio del
método de Fourier, que consiste en la aplicacidén de una expansion en serie de
Fourier sobre las variables de perturbacion, de forma que

a = dei(kx-mt) (7.1.56)

g = ge'lex-o0) (7.1.57)
donde k es el niimero de onda v o la frecuencia. Sustituyendo las ecuaciones
(7.1.56) y (7.1.57) en el sistema (7.1.53) y (7.1.54), y desarrollando:

eitx-09]4 (- 02 -k2U2(1- F2)-ik F, - Gio)+ gRk2 U, - ikF, + Gik)] =0 158

eitex-00a (L iku2(- F2)+ )+ g(-io+2ikU, + F)] =0 (7.1.59)

0, también:

ei(k x-wt)

02 +k2 U2~ F2)+ ik F +Gio -2k2U, +ikF, - Gik|[a] [0 _
= (7.1.60)
g

kU201 -F2)+i R ©0-2kU, +iF, o)

Igualando el determinante de la matriz de coeficientes matriz de coeficientes
(7.1.60) a cero, se tiene:

o2 +k2U2(1-F2)+ik F, +Gio| (0-2kU, +iF,)-
[ L-r2) ] (7.161)
(v2(-F2)+i 1) 2K U, +ikF, - Gik)=0

La relacién de dispersién se obtiene al resolver la ecuacién anterior para la
frecuencia, de forma que

Fj

kU, —‘—12?21 \/k2 U2 F2 - ~ik(U,Fy + F)

®= (7.1.62)

-iG

Aplicando la condicién de estabilidad o; <0 en la relacién de dispersién, se
tiene el siguiente criterio de estabilidad:
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2
o —%ilml:\/kg U2 2 -—’3';‘2--:'1‘:(1101?2 +Fl)}50 (7.163)
I- =

-G<0

Extrayendo la parte imaginaria que esta dentro del radical de la ecuacion
(7.1.63) para las dos primeras raices

- %2— +sgnf- k(U F, + ) ]27Y%

1/2 :

o 12 (7.1.64)
272 o2 B3 2 2 2.2 pe2 . F3
S| K2U2 F; - + k(U F, + Fy) -k*UZ F; + o <0

La condicién mas desfavorable de la inecuacién anterior se tiene para
sgn[- k(U F, + F;)] >0. Aplicando este criterio y desarrollando se tiene que

2
[ U, F, + Fl] <1 (7.1.65)

FZ\igDo

La ecuacién anterior es la condicién limite de estabilidad del sistema de
ecuaciones (7.1.54) y (7.1.55}, para los dos primeras raices. Por otra parte, si se
sustituyen las ecuaciones (4.1.99} y (4.1.100) en (7.1.65}, y desarrollando se

obtiene:
|V, | <1 (7.1.66)

que es el criterio de estabilidad para las dos primeras raices de (7.1.63), y la
condiciébn de estabilidad para la tercera raiz, aplicando €l criterio de
estabilidad, indica que G=0. Lo anterior indica que independientemente del
valor que se le asigne al término numérico G, el sistema de ecuaciones de la
formulacién de la GWCE es incondicionalmente estable, y afirma que en el caso
de asignar un valor muy grande a G el sistema permanece incondicionalmente
estable para el mismo rango de la formulacién primitiva. Como se comentd
anteriormente, esto es una condicion de estabilidad no sélo de las ecuaciones,
sino del flujo mismo que se da con la aparicién de las ondas rodantes (Ponce y
Maisner, 1993; Aldama y Aguilar, 1996).

7.1.4. Evaluacién de la conservacién masa

El resultado que se obtuvo en el apartado (7.1.3) indica que la condicion de
estabilidad del sistema de ecuaciones para la formulacién generalizada de onda
GWCE, se tiene para las dos primeras raices de la relacidon de dispersion
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(7.1.63) con|V, | £1; sin embargo, la tercera raiz de la relaciéon de dispersion no

impone ninguna restricciéon que tenga relevancia a la condicidén de estabilidad
limite. No obstante lo anterior, la experiencia computacional indica que para
ciertas condiciones de simulacién la formulacién GWCE exhibe errores
significativos de conservacién de masa {Westerink, et al, 1987; Chippada, et
al., 1997).

Entonces, para evaluar si la formulacion GWCE satisface el principio de
conservacion de masa en primera instancia, se demostrarda que la
representacién en modos de Fourier de la formulacién primitiva de continuidad
(4.1.104) y cantidad de movimiento {4.1.105), determinadas en el apartado
(4.1.4), conservan el principio de conservacién de masa. Entonces, sean

HLla,q)=e** ) -ipa+ikg)=0 (7.1.67)

Mia,q)= e alikU2(-F2)+ )+ gl-iw+2ikU, + B) =0 109

Despejando la amplitud @ de la ecuacién de conservaciéon de masa primitiva
(7.1.67), y sustituyéndola en (7.1.68), se tiene
. Glo-2kU, +iF)
a=T 2 27, ;
kU1~ F%)+iF,

(7.1.69)

Sustituyendo la ecuacién (7.1.69) en (7.1.67)

£ )= oilkx-o01) iofo-2kU, +1F1) e la=0 7170
(@.q)- kU2l - By )+1F2 ? e

Como la relacién de dispersion para el sistema primitivo (4.1.108) tiene dos
raices, entonces la solucién de la ecuacioén anterior se debe cumplir en forma
independiente para la raiz que se tome. Asi, la ecuaciéon (7.1.70) se puede
escribir de la forma siguiente:

La,q)=e i(k xmo 1) lml(ﬂél“ZkU +1F1)+ ik g
kU2(1-F2)+ iR,

PPRICER) 1(02(032'—ku +1F1) ik lg=0
kU2[- F2)+ iRy

(7.1.71)

Sustituyendo la relacion de dispersion del sistema primitivo (4.1.108) en la
ecuacion (7.1.71), y desarrollando:

HLla,q)= et®*00(0)g + e'**-29(0)g =0 (7.1.72)

El resultado anterior indica que el principio de conservacién de masa se
satisface en la formulacién primitiva.
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Para comprobar si el pn'ncipio' de conservacién de masa se satisface en la
formulacién de la GWCE, v recordando que la relacién de dispersion de la
GWCE tiene tres raices, la ecuacion (7.1.71) se debe escribir como:

gg(a’q)___ei(kx-w;t) iml(";l _2k[2]o +iF1)+ik g+
kU2(-F2)+iF,

oillex-ayt)| i02(0p ~2kUy +iF) .. G+ (7.1.73)
kUZ(1-F2)+iF,

ei(kx—-wgt) im3((g3_2kgo+i'pl)+ik g
kU2(1-F2)+iF,

Sustituyendo la relacién de dispersién de la formulacién de la GWCE (7.1.62)
en (7.1.73), y desarrollando, se tiene:

%(a,q)= ei(kx--(nl t)(o)q +ei(kx—a)2 t)(O)q

g, .
4 gilkx=031) le2—7(2k[2°‘ﬂlFl)G+ik 40 (7.1.74)
kU2(-F2)+iF,

El resultado que se obtiene en la ecuacién (7.1.74) demuestra que el principio
de conservacién de masa en la formulacion de la GWCE se cumple para las dos
primeras raices, pero en el caso de la tercera raiz no se cumple cuando G es
finito.

Para conocer cémo puede influir el parametro numérico G en la aplicacién de
la formulacion de la GWCE, se pueden analizar los siguientes casos:

Si G=0
Zla,q)=e™(ik)3#0 (7.1.75)

Si Gow

Ha.)- 0 =0 7179
se tiene la formulacién primitiva y, por tanto, se mantiene el principio de
conservacion de masa.

St k=0
G- F
HLla,q)=-Ge % "L |g=0 (7.1.77)
(a.q) 55, <P,
Si k—>w
gg(a,q): (+ co)q =0 (7.178)
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Lo anterior indica que para que se mantenga el principio de conservacion de
masa en la formulacion GWCE, sélo se cumple para un valor no muy grande de
G, que es para valores del numero de onda grande, y para G -» «; pero esta
condicién anula el efecto de introducir un término de filtrado, que es la esencia
de la necesidad de crear la formulacién GWCE (Aldama y Aguilar,1999). En
conclusion, para valores arbitrarios de G, la formulacién GWCE no satisface el
principio de conservacion de masa.

7.2. Determinacién de la propagacion de perturbaciones en elemento finito

Es comun resolver la formulacién de aguas someras de la GWCE mediante el
uso de un esquema de discretizacion empleando la técnica de elemento finito
(Kinnmark, 1986; Luettich, et al.,, 1992); el rango de aplicacién de este esquema
se ha determinado para una condicién en la cual los términos convectivos son
despreciados (Kinnmark, 1986). Entonces, para ampliar los criterios de
estabilidad y convergencia numérica necesarios para solucionar la formulacién
GWCE, se propone en esta parte realizar un estudio de propagacion de
perturbaciones considerando todos los términos de la formulacién, para una
condicion de flujo unidimensional.

7.2.1. Construccion de la forma residual pesada

Para desarrollar la forma residual pesada de Galerkin, para la formulacion (7.6)
y la ecuacién de conservacién de masa (2.3.53), se utilizan las funciones de
ponderacién $u, y espacialmente integradas sobre el dominio Q=Q(x,1),

considerando que la integracién espacial se representa por el operador del
producto interno, como se muestra a continuacion:

\*,8u), = I‘ Su dQ (7.2 1)
]

Entonces, la construccion de la forma residual pesada para la formulacién
GWCE (7.6) es

2 o
3_‘24 Ooul + <G a_A , 5u> — <M , 6u> =0 (7.2.2)
ot o ot a ox o

donde la variable ¢ agrupa los términos operados por la derivada espacial en
(7.6), de forma que
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(7.2.3)

A
y la forma residual pesada para la ecuacién de cantidad de movimiento (2.3.53)

20 Q? oh(4; x,t) . _
ER R ———

‘g(A: Q; X, t) = -é%[giJ + gA[%}’C}C’t) + Sf(A, Q,' Xy t)} -

ot ’

Para tener los mismos requisitos de continuidad espacial dentro del sistema de
ecuaciones (7.2.2) y (7.2.3), se aplicard una integracion por partes al tercer
término de la ecuacién de la formulacién de la GWCE (7.2.2), de forma que

2
<%—t§‘—,5u> +<G%?’8u> <5(A Q;x,t), 65u> -, 0%, 1),8u) =0 (7.2.5)
Q Q

En la ecuacidn (7.2.5} se introducen las condiciones de frontera natural
(ecuaciones 2.3.48 o 2.3.50) y esencial (ecuaciones 2.3.49 o 2.3.51),
dependiendo de la condicién de flujo que se maneje. Entonces, para evaluar la
condicién de frontera natural, se puede hacer uso de la ecuacién de cantidad
de movimiente (2.3.53) de forma que

(A, Q;x,t) = - QQ -GQ ' (7.2.6)

Considerando la condicién de frontera natural (2.3.48) o (2.3.50) en {7.2.5), la
formulacién residual pesada para la GWCE se puede escribir como

%A DA 02 oh 68u

Pg—f)Jr Gf'(t),ﬁu:l =0

Iy

En esta ecuacién se puede hacer notar que la condicion de frontera natural es
diferente de cero solamente en la frontera donde se especifique entrada o salida
de flujo (I'y) (Luettich, et al., 1992).

7.2.2. Discretizacion espacial de Galerkin

Para la discretizacion espacial se requiere que la funciones de interpolacién
tengan al menos una continuidad funcional C°, en los casos de las variables
dependientes A(x,t} vy 0Qfx,t), con dependencia paramétrica h(4;x,t) y
S;(A,Q;x,t). Estas funciones de interpolacion seran aproximadas sobre cada
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elemento (I) en que se subdivida el dominio Q. Ademas, tienen la particular de
tener un valor nulo en cualquier otro lugar. Por tanto la variable dependiente
de area A(x,t) se puede evaluar de la forma siguiente:

A(l)

zZeA Z¢‘)A“ Z[¢ 69 ] Ah (7.2.8)

donde ¢(l) es un vector que contiene las funciones de interpolacién, siendo cero

fuera del elemento (I) y /_l(l) es un vector que contiene los datos elementales

conocidos para cada elemento (I). En esta parte del documento el vector se
representa con una linea de subrayado, el motivo de utilizar esta notacién, se
debe a que el procesador de texto no tiene la capacidad de generar los simbolos
griegos en negritas, como fue utilizado para representar los vectores desde el
inicio.

Para evaluar la variable dependiente de gasto Q(x,t) y las que tienen

dependencia . paramétrica, se proponen las siguientes funciones de
interpolacién

0=>00=% 0ol (7.2.9)

= Z?(l) _]@(A(l),x, t)
=1
#el
=2 40 0 (7.2.10)
#el .
i=1
#el
— Zd)(l)s (A(l) Q() x t)
S I=1
#el
= 4_,(1) Sy @ (7.2.11)

~

=1
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A

Sl

el ¢(l) Q2 ®
=1 ax | A

“*“M

(7.2.12)

—

Utilizando la formulacion de Galerkin (Reddy, 1993} para la evaluacién de la
funcién de interpolacidn, entonces

#el
MEZ@m
#el

= Z 9" 5ul) (7.2.13)

Sustituyendo las funciones de interpolacion (7.2.8)-(7.2.13) en la formulacion
residual pesada de la GWCE (7.2.7)

fel el sl
<6t2 (Z ‘W)A(UJ Z ¢(l)5_u(f)> + <G -(% [Z ?(l)é(l)} Z (1)(1)5__@(1)> +
Q Al=1 o

i=1 =1 =1

#eza?(l) ® sl
2EG) Afgew) -
o
#ell 5 (l) #e e
<g [_?x_. (}Z?”A(’) 9 [Z@’)ﬁ a)]> .
I=1 ’ I=1 o

<g#"‘@(z)sf() o040, 2 (“Ze‘q,z)w(z J>
T Q

<G 5000, 2. [#Zd ?(l)égmp . [%Jt: +ij"‘2€‘ @(l)ﬁ_u(l)} o
{ - o . Iy

(7.2.14)

i=1 I=1

Y realizando la misma operacién en la formulacién residual pesada de ecuacién
de cantidad de movimiento (7.2.4)

#el #el #el 540 (o2 O ger
@ 05,0 e 05, O
(¢{Eeen) B (£ (5] Btwe) -
~ o

=1

1 Ox 1=1

el 5ald) el
<g# d h()#2¢ D40 Z¢I)8u(l)> + (7.2.15)
9]

<g§¢ S. (),f(bl)Al) Z¢(l Su(l> =0
T O
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Debido a que las variables de interpolacién @(l) sélo tienen valor dentro del

elemento (I) y fuera de este su valor es cero, entonces puede extraerse la
sumatoria fuera del producto interno. Ademas, se propone que las funciones de
interpolacién sean las mismas para cada elemento y permanezcan invariantes a
lo largo del tiempo dentro del dominio de solucién. Esto permite escribir que

9&) =¢. Utilizando estas caracteristicas de la funciones de interpolacion,
entonces el sistema de ecuaciones (7.2.14) y (7.2.15) se puede escribir como

{0
Z <¢62 4 08u®) +(Ge%l 40) 0 L [28[Q%) 205 o)
=11\ at Q o ax A 8x o

< 281,04 40), 34’ au(’)> N <g 65,040, g 5_u(z)> o4

_ © %2 .0
P <Gq_>g 5 U >Q + (7.2.16)

el

Q,

el

Qet

#el @ 0
SRR CGESR
=1 Qu ' a (7.2.17)

Realizando un acomodo vectorial de las funciones de peso dentro del primer

producto interno de la ecuacién (7.2.16), de manera que
A |0 _ g5 07, 828
—=—¢du du 72.18
P P =¢ d-) ot ( )

y aplicando un acomodo vectorial similar a todos los términos en las ecuaciones
(7.2.16) y (7.2.17)

#el () (l)
su7 A @f r, OA
Z{L 979 j cu? 49— da+

=1 oo

T
IQ 5,07 28 09" 6¢{9_ﬂ) s J )Tl?_"—_’h(ﬂ@é(‘)dﬂ+

ox ox| A
(7.2 19)

j 954 _‘1’_ 5,09 400 - Ldaéga)fm

[@mr ?T(ga%mfﬂ }=o
I,
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ifj{jﬂ su’ 20 e j ’)T_ U()dQ

O I W0 Tog, O 0
+gUst_u 0" 2h qﬁ>d£2+Ld8u o705, ¢dQ+]A }

(7.2.20)

Debido a que los valores de 8_u(l) son arbitrarios, y Q(’) y é(‘) sélo tienen valores

conocidos en los nodos, es posible extraerlos del producto interno en (7.2.19) y
(7.2.20} como se muestra a continuacién

el 2 40) 0) 267 o 20
(I)T T 6 é aA r_,,iw ﬁ..g Q__
ZSu {[ J;)d? ?dﬂ] 52 +G[ Jgel¢ ?dg} ot [J.Qe, dx dx dg}[ A J *

g h(l)d)d.Q]Aa) + g': d)S (1)¢ dQ:]A(I)
':J‘Qd Gx ox (7.2.21)
o, -
G“d = pda |o® + +Gf} }_0
vel 0 N0 |
g 7 o 400192 19¢ 0l @
Z Su “: J.ne, ¢ ?dg] ot -{ Iael ¢ Ox dQl A * (7.2.22)

Por otra parte, definiendo las siguientes matrices que contienen las funciones
de interpolacién como

0= f‘i’_?ﬂ 7.2.2
A= Ine, dx 8xd ( 4
)
Al = .[ ) @Téi—idg (7.2.25)
T T
. 20 9%, 0 9% 5.0 7.2.26
Bl = Ie, ox c’;‘xh L IQ,, ax 5, ed ( )
O_ [ 4122,0 Tog,©
B{) = qu; —nVgda jne,d-) 95, Ypan (7.2.27)
T
: cf)=[ a—ad—);@dﬁ (7.2.28)
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p0 = [d, (df +G f)] (7.2.29)
Iy

ot

Utilizando (7.2.23), (7.2.24), (7.2.26), (7.2.28} y (7.2.29), entonces la
formulacién residual pesada de la GWCE (7.2.21) para cada elemento (I) se
puede escribir como

#el a2A(l) aA( Q2 e
L_—ZII:M(I) ——-—-—-—at—2 +GM (1) p x + ngl)é(l) _ Gcgl)g(l) + 29) -0 ( )

v haciendo uso de (7.2.23), (7.2.25) vy (7.2.27) en la ecuacién de cantidad de
movimiento (7.2.22)

#el (1) 2 (l)
Z{M@ Q7 Ag)[%} + g8 ém} _0 (7.2.31)

{=1 ot

Tomando una interpolacién lineal para evaluar las funciones de interpolacion ¢

para cada elemento (1), (Iamina 7.1), este tipo de polinomio interpolante cumple
con los requisitos minimos de continuidad para C°. Entonces las funciones de
interpolacién son:

-1 1
>
X L, X

: P o Lamina 7.1. Funciones de interpolacion ¢, v ¢, para un
: elemento (1) visto en forma local.

o= [% (1-¢) *21* (1+ é)} (7.2.32)

H w;}... S I'..‘,.'“.

ademas se tienen las siguientes funciones de transformacién de escala

Hérizontal
R 2(3“ - xk)

E=-1+ I (7.2.33)
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L
dx = —2‘1 d (7.2 34)
donde L., es el intervalo de discretizacién espacial.

Entonces, sustituyendo las funciones de interpolacién (7.2.32) en las integrales
(7.2.23)-(7.2.29), y resolviendo las integrales para cada elemento en forma local

L.|2 1
M([) = e
: L 2} (7.2.35)
111 -1
A(I) -
V-1 [_ L J (7.2.36)
1/-1 1
A(l) =
( 2[_1 1] (7.2.37)
V2L, | -k R -k 6] 2S5 +Sy Sy +25p,
o _ 1[2(n -R) hua-h | L [3S;+S;, Sp+Sy,
BY =% 12| S; +S; S, +38 (7.2.39)
6| hyy-hy 2(hl+1 _hl). 12 fi YRfa fi TN fin
1{-1 -1
c(l) ==
-3 ) oo
1far ..
P(I) = “
P u[ o GfL (7241)

las matrices (7.2.35)-(7.2.41) son aplicables para un elemento arbitrario (I) en
forma independiente; pero, en el caso de resolver para todo €l dominio Q, es
necesario llevar a cabo un ensamblado global de estas matrices. La forma de
hacerlo es aplicando un reacomodo de subindices, como se puede ver en la
lamina 7.2. Entonces el ensamblado global de las matrices (7.2.35)-(7.2.41) es
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Lamina 7.2. Ensamblado global de matrices y reacomodo de subindices.
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2 1 0 210
M_%e 1 2+2 1 =%"" 141 (7.2.42)
o 1 2 01 2
1 -1 0 1 -1 0
AI:LL -1 1+1 —1}:% -1 2 -1 (7.2.43)
Lo -1 1 elo -1 1
-1 1 0 -1 1 ©
A2_% -1 -1+1 1f==|-1 0 1 (7.2.49)
0o -1 1 0 -1 1
L PR hj1-h; 0
B, Y7 hj"hj—l _'h“j-l +'2h‘j—h'j+1 h,‘j—,f'z,j_*_1
“e 0 hjﬂ—hj h_‘j+1 _h‘j
1 —(2Sf}-1 "'Sf;) *(ij_l +2sﬁ) 0 (7 2.45)
i 28514 + 5y, St =St ~S5 ~ 285,
0 =287, -8y, S +25y,
, o, -h,y)  R;-hi 0
B, = 6 hj=hj Q(h,ju _h;—-l) Rjs ~h;
0 hjn~hj z(hjﬂ"'h‘j) (7.2.46)
Ax szj t +sff Sf}‘-l +S.fj 0
+—E SJ_1+Sff Sf_l+6Sfj+Sf , Sf;,-*‘sf;ﬂ
0 Sy +Sha S5 +38y,
-1 -1 0 -1 -1 ©
ci'é I -1+1 -1|==|1 0 -1 (7.2.47)
o 1 1 0 1 1
1 }
Pl -2 {Z_{ _+Gf} (7.2.48)
1 In

y los vectores 4, Q ¥y {QQ/A), que actuan sobre los nodos y para su manejo

después del ensamblado global son:
a=la ., a; af

0=10;1 O Qjuf )
NI A
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Debido a que el ensamblado global no afecta la forma de manejo de las
ecuaciones (7.2.30) v {7.2.31) para un elemento arbitrario en que se subdivide
el dominio de solucién, con este trabajo de ensamblado se obtienen la
discretizacién por medio de la metodologia de elemento finito de la formulacién
GWCE v la ecuacién de cantidad de movimiento unidimensional en su version
conservativa.

7.2.3. Discretizacion temporal

Para la discretizacién temporal se propone utilizar un esquema implicito de tres
niveles en el tiempo para la formulacién GWCE (7.2.30}, de forma que

An-i-l _2An + An—l Aﬂ.+1 _ An—l
£ £ T8 LoME— S

M
At? 2At

-+

2\n+1

2
N

(7.2.52)

n

+gBl A" -GC,Q" +£?}+

af2

donde At es el intervalo de tiempo de discretizacién; n+1, n y n-1 son los
niveles de tiempo futuro, presente y pasado respectivamente; o,,a, y a; los
factores de peso temporal, los cuales se propone utilizar de manera que
o+, +a; =1 ¥ o, =a, (Kinnmark, 1991; Luettich, et al., 1992).

n-1

+gBIlAT -G oM 4 zi“l} =0

Para la discretizar la ecuaciéon de cantidad de movimiento (7.2.31), se propone
una aproximacion tipo Crank-Nicolson (Zienkiewicz y Taylor, 1989; Reddy,
1993) :

n+1__ n P n+l g3\
ns 2 +1{A2(Qﬂ +933*‘é"+1}+%{‘42[%} +983é"}=0 7253

El sistema de ecuaciones {7.2.52) v (7.2.53) es la discretizacién final de la
formulacion GWCE y cantidad de movimiento conservativas undimensionales,
después de aplicar la metodologia de elemento finito para la aproximacion
espacial y diferencias finitas para la aproximacién temporal.

-
1
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7.2.4. Andlisis de consistencia

En este apartado se propone realizar un analisis de consistencia numérica del
sistema de ecuaciones discretizadas de la formulacion GWCE (7.2.52) y de la
ecuacion de cantidad de movimiento (7.2.53). Entonces, si las variables

discretas dependientes A} y Q7 tienen valores sélo en la posicién P(x;,t,), de
donde se puede considerar una funcién polinomial que pase por cada punto de
discretizacién del espacio de solucién, tal que _A(x j,tn)= Aty Q(xj,tn)= Qf; los
polinomios A y Q cumplen con los requisitos de continuidad suficientes que
permiten aplicar una expansién en serie de Taylor de grado n. Entonces,
cambiando las variables discretas A} y Q} por los polinomios A y Q en las
ecuaciones discretizadas (7.2.52) y (7.2.53), de forma que:

An+1 ~2A" 4 An-l An+1 _An-l

= _— +GM= =

M
At? AL

2

n+l
all:Al(gA_J +QB?+1AH+1 _Gclgn-&l + E?-t-].:l_,_

(7.2.54)
(xz A]. R

TN

A

Al
-—--] +gBIA" ~GC,Q" +P} |+

[ n-1
2
gl A % J +gBr1AM -G c, Q™! +g;*'1} =0

At 2 A 2

n+l _ n 2 n+t 2\ '

Ademas, las matrices que tienen dependencia paramétrica B,(A,Q) y B,(A,Q) se
evaluan considerando que h(A;)=n{4;) v S;(A;,Q;)=5,(4;,Q;), lo cual permite
escribir estas matrices de la forma siguiente:

1 h‘j—l_hj hj—l—hj 0
Bl =—2'L—' hj_hj'-l "hj"1+2hj~h‘j+1 hj—hj+1 +
| o hi=h;  hyy—h
‘ ‘ - (7.2.56)
! -(zsf;nl +Sf;) "‘(Sf;,l +2Sf’;) 0
&l 255785, Sy ~Sp —Sg -5y,
0 - QSfJ _Sfﬁl Sf; -+ 28}'}_1
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j=hja)  hi-hi Y
hi=h;y 2 -hiy) hjg-h;
0 hii-h;  2h,, -h;)

[2fh,

(7.2.57)
+ — Sf}—l + Sf; Sf]-l + 68]} + Sf:i+1 Sf
Sf+Sha Sy,

Para estudiar la consistencia numeérica del sistema (7.2.54} y (7.2.55), primero
se analizard el comportamiento temporal, proponiendo desarrollar las
expansiones en serie de Taylor para los tres niveles de tiempo de F(x j,tn+1),

F(xj’tn-l) y F(x‘,-,tn) en donde
FP*1 = F(x,t + At)

oF
= F(x, )+ AtZ
(x,t)+ 5

At? o%F
TEPwY
y H oot

At® 3°F
g —
3! a3

At? 3%F

, A2 &%F ) (7.2.58)
e 2! ot?

+ O([Ax + At}
(1)

(x,t),,

Para manejar una notacién mas compacta de la expansiéon en serie de Taylor
anterior, se propone utilizar las siguiente notacién oF/at=F,, 82F/3t" =F,,
63F/6t3 =Fu, ¥ 64F/&31‘4 =F,y. Entonces la expansién (7.2.58) se puede escribir de

la forma siguiente:
Fi*l = F(x,t + At)

At? atd At 5 7.2.59)
y las expansiones en serie de Taylor para F(x j,t,,_l) y F(x j,tn)
F1 =F(x,t - At)
At? A3 At? 5 7.2.60)
=F- AR, + S Ry = S R S P + O(a6°) (
(7.2.61)

Fi = Flx,t)=F

Sustituyendo las expansiones en serie de Taylor (7.2.59)-(7.2.61) en las
variables dependientes v con dependencia paramétrica de la ecuacién (7.2.54),
v desarrollando esta sustitucion término a término:
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Primer término:

A™! _0A" 4 AT GM at? AL At
M2 =2 T8 - A+AtA; +—Ap+—Ay +— Apu —2A +
G AL P e T T T
2 3 4
/;\—Atf_\t+%Au"%*ﬁm+%ﬂm+o(‘3f5)]
%A 2At% 3% A 4
=GM—6_1—,‘2—+GMT?+O(At ) {(7.2.62)
Segundo término:
] n+l _ an-l 2 3 4
cm2 A _cgM A"‘Atét'*'é“t—ﬁtt"'éz"ém“‘é't_émt‘
2At 2At 2! 3! 41
At At® At? 5
A+AtA, - 51 Ay + 31 A - a1 Annt*O(M )
A A2 9°A 4
=GM-=+GM———+0|At
=t A e ( ) (7.2.63)

Tercer término:
+1 n n-1
Y Q2 Q? Q? Q?
alAl(T} +(X2A1(TJ +G3A1(T =A1 03] T + Al —K-— -+
4 LN t
At? (Q? At [ Q2 At* (Q? 5 Q?
ET'(TJ +_§!—[T S x) solad)eoal S e
S, A 1 LI 1 1+ [ S
Q? Q%)  A?(Q?) A (Q@? At* [ Q? 5
“3“’5}‘“{1‘} *7(7 -Srw) tarla) volr)
t PN 4 1/ ~ Attt R« 11 4

02 d2 At2 Q2
= Al {(al + g + a3{7\——J + (al - as)At[""A”J + (0'.1 + as)—ér(—A_J o
- I t

f — (7.2.64)

Recordando que los parametros de ponderacion de la aproximacion temporal se
consideran como o, +a,+0;=1 y o, =ay; entonces al ecuacidén anterior se

puede escribir como

Q2 n+l Q2 n Q2 n-1 Q2 62 Q2
alAl{TJ + (szI(T] + a3A1[7J = AI[T] + 0 AL P (_A—J + O( At4) (7.2.65)
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Cuarto término:

2
019 By A" + a0 BLA) + g (B, AN = g{a{ala ~at @A), + 51 Bi8), +
At? B A3 At? ( 5)
_“?T( 1ﬁ):: + 31 (BIA)!tt + an (Bl A)tttt +O\At® ) + 0‘2315 +

o B 0018), 2 818), - 2 @18+ 5 180l

2
= gB;A + go,At? (%5 B,A)+ o(mr“) (7.2.66)
Quito término: _
n-1 At? At3
C(.IGCIQ +a GCIQ +Q3GCIQ —G01 (e3] Q']'AtQt DY, Qtt +"—3'Tgm+

At? At? AtS At?
—Egzmjl+a29+a3l:9—zﬁtgt+ 21 Qtt— 3! __Q__m"" 4! th +O(At5)

2
= GC,Q + 0, At2GC, ‘Z—Q +ofat?) (7 2.67)

Sexto término:

2 3 4

At? AtS At? 5
a28+a3{E—AtEt+ X Py — 37 Pyt + a1 Emt]+0(/_\t )

2
2 9°P 4

Sustituyendo las ecuaciones (7.2.62), (7.2.63) y (7.2.65)-(7.2.68) en (7.2.54), y
agrupando por orden de aproximacion temporal
M?—2—A+GM6/5+A[Q2J+ B,A-GC,Q+P; +
52 2 1A gB,A 1
T (7.2.69)

ol 2M 8*A GM23A Q? 4
At{z}g ot + 3 a3 +a16t Ayl o A +gBA-GC1Q+P,; +O(At )=O

Sustituyendo la ecuaciéon (7.2.30) en la ecuacién anterior, para el término de
orden At?
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2, 2
M-aat—;ﬁ+GM%? A{a}gBlA—Gclgwl
>~ (7.2.70)
4 3
+ At? (E_QIJMa_4A_+(_}_ IJMM*' +O(At4)=0
4 ot 3! ot

Por otra parte, siguiendo un procedimiento similar para la ecuacion de cantidad
de movimiento (7.2.55), aplicando las expansiones en serie de Taylor (7.2.59)-
(7.2.61), y desarrollando término a término:

Primer término:

Q™ _q" M At2 AtS 4
M ‘E[9+Atgf +57 %+ 5% olart)-
aQ 19°Q  Atd’Q 3
=M—" MA
2 1{2' 23 at3J O(At ) (7.2.71)

Segundo término:

) (4 of) 5 () ook ]

Q? 18({Q%) ata?(Q? 3
=A AtA | = —| — |+ ——| — Ol At
2{ A }’ 2[2 6t[ A ]+ 42| AT ( ) (7.2.72)
Tercer término:

[(B AV + B,A) |= {BZAH&t(BzA) N tf B,4), +-O(At3)—BZAJ

td At? 52
—gBA+g 5 57 B2A)r 9~ oy & @,4)+0(a?) (7.2.73)

y sustituyendo las ecuaciones (7.2.71)-(7.2.73) en (7 2 55):
oQ Q? At| . 9°Q 2 Q?
M-é-t—'+A2[ A J-FQBQA'P 5 I:M at2 + at[Az( A ]-FngAJ}
Ma3Q 1 o2 Q2
A
t l:s' Py 43t2{ 2[ Y J+9‘32AJ

Considerando la ecuacién (7.2.31) en la ecuacién anterior para el término de
orden At?:

(7.2.74)

rolar®)=o0

aQ Q? 2 a3o( 1) 3
MZ=4 A +gB, A+ A?M ~_Zliolatd)=0 7.2.75
at + 2["\) goos A+ a3 31 4 ( ) ( )

Una vez analizada la aproximacion temporal, se propone continuar el estudio
de consistencia numérica en el sentido espacial. Para ello se propone
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desarrollar las expansiones en serie de Taylor para las posiciones Flx;,;,t) y
Flx;_1,t). En esta parte del estudio se considerara que L, = Ax = cte., por lo que
Fin =Flx+ Ax,t)

=F+AxF, + A;C'Q Fre + A;f Froex +O(Ax4) (7.2.76)
Fj.1 =F(x - Ax, 1)

=F-AxF, + A;Cf Fre = A;: Froee + O(Ax4) (7.2.77)

F. =F(x,t)=F (7.2.78)

J

Aplicando las expansiones en serie de Taylor (7.2.76)-(7.2.78) en (7.2.70}, v
desarrollando término a término:

Primer término:

_ -7
Ax? Ax® 4
2a acl2 ! 94 A=BxAx ¥ 2 A ~ 3y Am+o(Ax)
M?;:wéﬁ 1 4 1 ;—2 A . ,
01 2 ax ax 4
At Ax Ay + Ay + Am+O(Ax )J
r =T
»;-A-—T-AxAx +o{ax?)
_Ax ? 14,2 4
5 5 /:+§Ax Am+O(Ax ) (7.2.79)
SA+ T axA, +0(4x?)

Segundo término:
—;—A-%AxAx+O(Ax2)
OA é 1,2 4
GM——== —| A+ Ax*A
o GAxat X xx+O(A;c)
1
2

(7.2.80)

A+%AxAx +0(ax?)

—
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-

(7.2.81)

Cuarto Término:

Para el desarrollo del cuarto término, en primera instancia se tienen que aplicar
las expansiones en serie de Taylor a los términos que generan la dependencia
paramétrica con respecto al area (A) vy el gasto (Q) en la matriz B,, v después
es necesario efectuar la multiplicacién matricial por el vector del término
dependiente. Esto resulta en

gBiA=g

’__ A(hx + S‘f-)+ M{Axhx + %Ahm +

- ax|aby, +5,)] - ax® [% (zAhm

%(Asf)x},o(Ax?)

. %Axxhxx AN+ A,

)

(7.2.82)

1
4+ —

3 (Acsy, )x} +0lax?)

Ab, +Sf)+Ax[Axhx # 2 Al +—;—(ASf-)x:|+O(Ax2)

Quinto término:
-Q+ %AxQx +0lax?)

GC,Q=G Ax(Qx + %szow) + O(Axs) (7.2.83)

_Q+%AxQx +O(Ax2)

Debido a que el término que considera los efectos de la condicidon de frontera P,
sblo toma valores en esta misma, pero no dentro del dominio, entonces, para
determinar las ecuaciones dentro del dominio de solucién espacial, se debe
tomar en cuenta solamente el segundo renglén de los vectores (7.2.79)-(7.2.83),
debido a que el primer rengléon es el sistema de frontera izquierda y el tercer
renglon la frontera derecha de cada elemento. Sin tomar en cuenta el ensamble
entre los elementos, entonces la formulacion GWCE (7.2.70) queda de la forma
siguiente, una vez sustituido el segundo renglén de los vectores (7.2.79)-
(7.2.83):
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2 2
wz(A,Q)= o +G§ﬁ-——a—[—a—(Q—]+gA(éb—+SfJ—GQJ+

ot2 ot ax|ox| A EN
Ax?( 8% (%A _oA) 1 8% (@? a*h 3 8%A 9°n
+G | = |-29AS " -Zg -
6 (ax2la® ot) 2ax* A oxt 27 ax2 ax2 (7.2.84)
3 S, 3
AR 5,0 1%p A _L07Q)
dx ox® dx\| 8x ox ox3
2 *A (1 a°A 2 .2
AP || Z w0y | +| = —ay | = + |+ O [A? + AxP[ =
[[4! al]6t4 ’{3! al] ot +}+ ([ ¥ ]2) 0

Ademas, considerando la relacién (7.6) en la ecuacién anterior:

A oA 8| o (Q? h
AQ =22, 21 00X A S ks, |-
WA= Gm 0% ax[ax[AJ g[ax+sfj GQ}’

Ax? {3 o* [QEJ_QGGSQ _Q[Aa_%J 3, 0%A % p_(@g_ﬁ_\ﬁ (7.2.85)

6 (Zax*( A axd 98x|"ox® | 2% a2 Fox| ox ox
off2  Ya*A (1 %A 2 2B
At [(a O.IJ 6t4 +("§!‘—Glj—gt—3— +}+O( [At + Ax ]2) =Q

Por otra parte, para determinar la consistencia numérica de la ecuacion de
cantidad de movimiento, sustituyendo las expansiones en serie de Taylor
(7.2.76)-(7.2.78) en (7.2.75) y desarrollando término a término:

Primer término:

_%Q-%AxQx+O(Ax2)-
&Q 4

Q 1.2 4
M—a?—GAxé-E Q+g:lx Qxx+O(Ax ) (7.2.86)

3

»;—Q +-AxQ, + O(sz)

Segundo término:
1{Q? 1 Q? 2

(7 2.87)
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Tercer término: ]

~ A, +sf)-»Ax_;}1~ A + 5 Ash + 2 (A 57, | +0fax?)
2 r

gByA =gl A, +;)+ MT (Aehe), + A +(AS, ) + A Sy ]+ Olax?)

%A(hx +8p)+Ax %Ahxx + %Axhx +%(Asf.)x_ +0(sz)

L B J

(7.2.88)

Sustituyendo (7.2.86)-(7.2.88) en (7.2.75), y considerando ademas la relacién
(2.3.53) para evaluar los términos de orden Ax? y desarrollando

2 2 A3
W(A,Q):igq.-é_(.a_. +gA(@+Sf)_A_t,..§w§Qm+
ot oxi{ A ox 12 5t (7.2.89)

2 % 8%S;
AxTOAIOh T 0 L Rg s olat?, At2ax2, Ax%)=0
6 dx ax2 ax2 ox -

El grado de consistencia numérica del esquema de discretizacion de la
formulacion GWCE y cantidad de movimiento desarrollado por medio de la
metodologia de elemento finito se puede englobar considerando el siguiente
teorema;

Teorema 7.1 Dada por un lado una discretizacién espacial por medio de la
metodologia de residuos pesados de Galerkin, aplicado en la formulacién GWCE
(7.6) y en la ecuacién de cantidad de movimiento (2.3.53) y, ademdas, por otro
lado, dada una discretizacién temporal para la formulacion GWCE (7.2.52),
mediante una propuesta implicita de tres niveles de tiempo, asi como para la
ecuacion de cantidad de movimiento (7.2.53) por medio de la propuesta de
Crank-Nicholson. Entonces, estas propuesta de discretizacién son consistentes
numéricamente bajo cualguier norma, cuando se tiene un refinamiento de malla
tal gque Ax,At - 0.

Demostracion: Tomando las ecuaciones continuas de la formulacion GWCE
(7.6) y cantidad de movimiento conservativa (2.3.53), las cuales han sido
discretizadas espacialmente por medio de la metodologia de elemento finito y
temporalmente por medio de diferencias finitas (ecuaciones 7.2.52 v 7.2.53), v
una vez aplicada a estas ecuaciones una expansién en serie de Taylor vy
generado un refinamiento de malla, de forma tal que se logra la siguiente
aproximacion bajo cualquier norma

“ “W(A,Q)- w(A,Q) ” -0 cuando Ax, At - 0 (7.2.90)

II WA, Q) - m(A,Q) " -0 cuando Ax, At - 0 7.2.91)
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Por tanto, la propuesta de discretizacion (7.2.52) y (7.2.53) es consistente
numéricamente con respecto a las ecuaciones de partida. .

7.2.5. Construccién del sistema perturbado

Para realizar el estudio de propagacién del sistema discretizado (7.2.52) y
(7.2.53), se tendran en cuenta las siguientes hipétesis de trabajo: el intervalo de
discretizacion espacial es constante L, = Ax = cte., donde Ax =L/J v donde J es

un numero entero; sélo se analizaran los nodos interiores, despreciando los
efectos de frontera. Por tanto, el sistema de ecuaciones por analizar es:

n+l _ppan n-1 n+l n-1 2\
A 28 +A  oyd A ola|9|  +gBrat _ae o
A A -

At? = 2At

] (7.2.92)
23" Q2 n-1
AT R T U

n+l _ ~n 2+l 2\
M Q Q l Q + Egﬂén-ﬂ + 1 A 9___ +gBA" |=0 (7.2.93)
At T2 A Y 2|22\ 74 | T9=2

y los vectores M, A, A,, B, y B, son lo valores del segundo renglén de las
matrices de ensamblado global (7.2.42) - (7.2.47), de forma que

M__~[1 4 1] (7.2.94)
1
A=—12 -1
A Ax[ ] (7.2.95)
1
Ap=3[-1 0 1] (7.2.96)
1
B =B(40x1)=siolhy ~hjt —hja+2h;—hj hy=hya)
: (7.2.97)
*3 [zsf,--l *Sp Spy=Spa ~Sh - QSfM]
_1
B, = B,{4,0;x,1) [h ~-hj. 2(hj+1 _h‘j—l) hjn —h,j]
N (7 2.98)
+I§[Sf,j-l +SfJ Sf:i—l + 6Sf,r +Sf}+1 S_f_‘, +Sf"r,+1]
, 1
a G = 5[1 0 -1] (7.2.99)
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En los vectores B, y B, se considera que las variables de la superficie libre del
agua h; =hl4;;x;,t) y la pendiente de friccién S, = S;{4;,0;;x,,t) mantienen una
dependencia parameétrica con respecto a las variables dependientes de area (4;)

y gasto (Q;}); el vector de posicion queda especificado como: x = [xj_l X; xj+1] ,
y el término de frontera es nulo en la parte interior del dominio, por lo que
P =0.

Ahora bien, se propone en esta parte del estudio una forma mas compacta de
escribir el sistema de ecuaciones (7.2.92) y (7.2.93) permitiendo tener un mejor
manejo de los términos no lineales:

M[‘Péml -24" +(2- @)é"-ll +oyy" gy +agy"T =0 (7.2.100)

M[Qnﬂ __Qn] #8™ 457 20 (7.2.101)

donde las variables de simplificacion y,8 y ¢ agrupan los siguientes términos:

{2
y=14Qx1t)= Atz[él %] +9B,(4,Qx,t)4-GC, Q} (7.2.102)
\,
i 2
5=5(4,0xt)= % Ao {%—J +9B,(4,0x, t)é] - (7.2.103)
G At
¢=1+— (7.2.104)

Entonces, para determinar las propiedades de propagacion del esquema en el
elemento finito aplicado a la formulacion de la GWCE (7.2.100) y cantidad de
movimiento (7.2.101), se propone introducir una pequefia perturbacién sobre
las variables dependientes, de forma que

n_ n . At n

A} =Af +a] ; “A; “D >> “aj “D (7.2.105)
n_ At . Pt n

Qi =Qj+gq; « Q; HD > 4] "D (7.2.106)

donde A} y 5? son valores de referencia que mantienen una variacién suave o

lenta dentro del dominio de solucién, y a} y ¢} son pequefias perturbaciones

que actian sobre los valores de referencia y tienen una variacién brusca o
répida y ||, es cualquier tipo de norma sobre los valores discretos.

Debido a que las variables de referencia y de perturbacién son discretas y
solamente tienen valores en los puntos de discretizacion del dominio, y a fin de
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determinar las propiedades de propagacion de perturbaciones, se debe
considerar lo siguiente: sea un polinomio que pasa por cada punto del espacio

. . .. -_-n 7 ~n =n
de discretizacion Q=0Qlc ,¢,), de manera que Aj=Aj y Q;=0}, y las
perturbaciones son pequefias variaciones sobre las variables de referencia de
. . - . . -—n —-n .
estos polinomios. Ademas, los polinomios A; y Q; cumplen con los requisitos

de continuidad de clase C™ y se dice que el espacio de solucién Qfx j,tn) es un

espacio de Banach de la misma clase. Con el fin de tener una notaciéon mas
compacta de las variables de referencia, ésta no se cambiaran de tipo times
normal, sino que se mantendra la notacién de las variables discretas; pero se
debe tener en cuenta que el no cambiar de notacién no implica perder las
caracteristicas de continuidad anteriormente definidas.

Entonces, introduciendo las ecuaciones de perturbacion (7.2.105) y (7.2.106)
en el esquema de discretizacién {7.2.100) y (7.2.101)

oE )3 ) lomsf e

S o e - . (7.2.107)
oy A+ Q,Q+g); +agY(A+a,0+g) +osy(A+a,0+gf 7 =0
M[@M +g")-(Q"+ 2”)] +8(A+a,0+q)" +5(A+a,0+9 =0 (72108
y desarrollando el primer término de la ecuacion de perturbaciéon (7.2.107)

M'}P(EMI + QMIJ - Q(En + C_ln) +(2- (p(gn‘l + g”'l)] =

Cntl m et - " (7.2.109)
M[cpé —24" +(2-9)A }+M[¢g -2a" + @~ 9)a""!]

Para desarrollar los siguientes términos de la ecuacién (7.2.107) se propone
utilizar una expansion en serie de Fréchét-Taylor, debido a que estos términos
tienen una dependencia paramétrica con respecto a las variables dependientes.
Entonces:

(30209 5)- ] L ) L eof (laly +laS] pano

Utilizando la ecuacion (7.2.102) se pueden evaluar las derivadas de la
expansion de Fréchét-Taylor de la forma siguiente:

a0 5 (02 2B,(4,0 =
[Y(a:A_)]Z = At2 él&;(%J +g""“1-(:“;)'_é+931(4’9)

oA |3

(7 2.111)

n
1= |
'S
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a_fré%g)]‘a = At?| A 5%(%2_]

=Y (7.2.112)

A su vez, los términos de B; que tienen una dependencia paramétrica en las

ecuaciones (7.2.111) v {7.2.112) se pueden desarrollar haciendo uso de la
ecuacion (7.2.97), como se muestra a continuacioén:

3[B:(4,9)]] _ 1
0A 2Ax

i— []TLA]' --EAJ:_I —;'L-Aj_l +2f_7.Aj _E:Aj—i-l EA,J' _EA.J;+1]+
A

1 — — — — — —
3[23.1';1,--1 +S8ia; Sta, ~Stam Sty -2SfA,-+1}

— 721
=B, (72119
B, (4,9)]] 17.< = = - .
A [23 fos *St0; Sty ~Shopy ~Stey - 2sfom}
=B, ' (72.114)

donde las variables ha, Sy, y Sy, se evaltan por las ecuaciones (5.2.11),
(5.2.15) y (5.2.16) respectivamente.

Por 1ltimo, la expansion en serie de Fréchét-Taylor (7.2.110) se puede escribir
como:

(B+a0+a)=1+a1, +ai,+d (al, +|a],)] 72119
y los términos y, y y, son:
- o’ = - =
Y, = At?[- 4, ?] +9gB;, A+9gB; (7.2.116)
\

.
- Q —_ —_
Yo =At2{2z_%1 " +gBy, A~GC,

L (7.2.117)

Por tanto, el desarrollo de la ecuacién de perturbacion de la formulacion GWCE
(7.2.107) se construye sustituyendo las ecuaciones (7.2.109) y (7.2.113) y
agrupando:
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~n-1

— 1 —_— —n-— s
M[(pém —24” +(2—(p)§n 1]-&-@1!“1 + Obg‘{n +agy +
1 “n+l ~n -n
a"* -2a™ +(2-¢)a"! +a[ L M L gt ]+a [a" +g" }"'
loa™ @-0)a™] Ya *2 Y 29 1472 Y0 |" 72118

ool 15 075 o] (al, +lal, ] o

Para el desarrollo de la ecuacion de cantidad de movimiento de perturbacion
(7.2.108) se sigue un procedimiento similar al utilizado para la formulacion
GWCE. Entonces:

M(anﬂ _6 J _n+ +5 + M@nﬂ )+an+18A qn+1§g+1 .

- _n . (7.2.119)
a8 +a"8 +f (|a, +|a],)*|-0
donde
—2
= At Q
8a=51" 42 (A ]**932 A+gB, (7.2.120) -
<At Q). % =
8n=—|2A,=|+gB, A
% =5 [ 22 (AJ 9224 __} (7.2.121)
— 1 — _— A —_ — —_—
B, = —[hAj -haja Z(hA.Hl —hAj_1) haju —hAj]+
N ) ) ~ ~ ~ (7.2.122)
1o [SfA] . S_fA Stajq ¥ 0584y +Sfay Sty + thju]
J— Ax - —_ o — —_ —— —_
EQQ = 5 [SfQj—l + Sfoj SfQj-l + 6quj + Sfo_,-ﬂ SfAj + SfQj+1] (7.2.123)

En el sistema de ecuaciones (7.2.118) v (7.2.119} se distinguen dos partes, una
que agrupa los términos del sistema de referencia (7.2.100) y {7.2.101) y, como
se definié anteriormente, son las ecuaciones de referencia:

-n-1

—n+l e —n-1 —n+l
M[‘PA” 24" +(2-9)A" }Mlxn ragy +ogy” =0 (7.2.124)

n+1 =n
+3

M(O -Q ] =0 (7.2.125)

La otra parte son las ecuaciones perturbadas que tienen influencia sobre las
escalas pequefias:
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n+l -+l n+l "N+

n+l n n-1 n-n non
M[cpg -2a" +(2-¢)a ]+a1[g Yo *4 Yg }'*'0‘2[2 Ya+d zQ]

roa 57+ g 75 [+ of (lal, +lal, /] -

(7.2.126)

Mg g )+ a8 + g8 + a8+ 080 + O (jal,, +lal,S']-0 a2

7.2.6. Analisis de localizacion

De igual manera que para la localizacion del esquema de Preissmann y de
Leendertse, v no es la excepcion para el esquema de discretizacion de la
formulacién GWCE (7.1.126) y cantidad de movimiento conservativa {7.2.127),
es necesario transformar los operadores en diferencias de estas ecuaciones a
un sistema de ecuaciones con operadores continuos. Para ello es necesario
aplicar un analisis de consistencia numérica al sistema discreto perturbado
(7.1.126) y (7.1.127). Por tanto, sustituyendo las expansiones temporales en
serie de Taylor {7.2.59)-(7.2.61) en (7.1.126) y (7.1.127), de forma que

2a . ba) - - 2 %*a (1 o%a
M —=+GZ=l+ay, +qy, + A’ M (———a) —+[—-—a J«~—= +
[aﬂ at} SN2 “{ a et 3 el (7.2.128)

d llal, +|al,)" %] =0

d - = a 1
a5 ey vaio - otu (5o lelo ol o]0 e

Ademas, sustituyendo las expansiones espaciales (7.2.76}-(7.2.78) en (7.2.128)
v {7.2.129), y desarrollando

- I . _
o%a_ 3 |,0(0Q o1Q ” 6!hAa! = — oh =
v e &1 A ot B A Sr +aSr. |- oh 3,
ot? axli 5X[AqJ ax[ZQ a}+g ( ox TASfy TGOS, | A ax"'Sf +
da  oq 2{(2 1 ?a
G(E xJ+aM [( 41 )6t4 +[§7_a1]at3}+ (7.2 130)
g (72 - 3 '
Ax* la_4 %a-—gq lé—C'J"’"E‘)l -0, -0 |+
Nox* |22 A ] 3Moaxd

o (ial, +|a, . (a5 + a2F ] -0
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p— .__2 ——
%9 +2— 0 (qu-—i{o—aJ+gA[ﬂ%‘:—)+a§fA +q.§fQJ+ga[g—g+.§f]—-

ot oxlaA dx | 22 (7.2.131)
2 a3
Alfz C;tg Ax? (®4+®5)+O[(ﬂa’|D “qu )2,(Ax2+At2)2]=0
donde las varlables ®, 95, 03, 04 ¥ O5 son:
o - 10%raa) 10(Raa)o®a 1 02(hAa) P41 33(hAa) 04
1 41 ax4 B 3! Ox ax 2' ax ax 3' ax ox (7.2.132)
1,5, 74, oaSs,) 9?4 , 5%(a5y,)0A 1 °(aSy,);

3174 53 o ax? ax? ox 20 pxB

19*h 18h3%°a 10%nd%a 1 8°%h da
2% Doe® C T B ok ox® 2 ax? x2 3l oxd x|
ox H X ox ' j}x ox ox~ ox (7.2.133)
1= 8%a 85y 8%a %Sy da, 1 a3sf
— Sy + +
377 a3 Bx ax? ax2 ax 2 9x3

1 - %4 olaSy)e2a 0%(gSs,)ea 1 0°(@Sy,)-
@ = S 24 + Q —_— — m_mgﬁA 72134
3 o ox3 T ox Bx? ox?  ox T ax3 ( )

2 (/2 _{al A - ah 3,
@)4=«Ei o Q-—a +gA dhaa %+a.8f A+§&a—a+@a +
ox Ox

ox| 9x2| a2 AT px ox ox (7.2.135)
*lhaa)— = 9 °h 8%a
- A+gaSy, —+-—Fa+Sf—
PE fa PYCIRPWE 2
8|, 8% (0 8(qu@) = 2%A
Os=2129 |¥ A cadlcl, S 4 (7.2.136)
S ax{ axz [A q) g P tg4qefe ax2

De esta forma han sido transformadas las ecuaciones de diferencias (7.2.126) y
(7.2.127) en un sistema de operadores continuos (7.2.130) y (7 2.131). Para
proceder al escalamiento de estas ecuaciones, y dado que se tienen las mismas
caracteristicas para aplicar la hipdtesis de separacién de escalas (4.1.46)-
(4.1.50) en punto arbitrario (x,,t,), se pueden utilizar los siguientes
escalamientos: para las variables independientes de referencia o de escala
grande, ecuaciones (4.1.51)-(4.1.53); variables independientes de perturbaciéon
o de escala lenta, ecuaciones (4.1.66) vy (4.1.67); variables dependientes de
referencia y con dependencia paramétrica, ecuaciones (4.1.54)-(4.1.58);
variables dependientes de perturbacién, ecuaciones (4.1.70) y (4.1.71), y para
delimitar la relacién entre las escalas lentas y rapidas, ecuacién (4.1.69).
Entonces se sustituyen.(4.1.54)-(4.1.58), (4.1.70} y {4.1.71) en las ecuaciones
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perturbadas de la formulacién GWCE (7.2.130) vy de cantidad de movimiento
(7.2.131). Aplicando un desarrollo similar al utilizado en el subcapitulo (7.1.2)
para escalar estas ecuaciones perturbadas, se tiene que:

2* *2* * 2* 2*
9%a  2Q 6q+Q 8a+ &A*h*aa

a® A &2 47l g uz " A e (7.2.137)
g da aq da Og
_g.gsfo (Esf‘“ a‘; Sfo) G‘l}-(—a—'t— a(; ]-PO(S) 0
a * * a »* *2 3 " h a
——g—+2Q* 9 —0*2 a +g °A h;‘-9-~r-+
oAt 4% X U2 & (7.2.138)
£ * W LA
g-gsfo[a A'S; +q A sfo]+o(s)=o

Comparando el resultado del escalamiento anterior con el escalamiento que se
obtuvo en el subcapitulo (7.1.2) (ecuaciones 7.1.46 y 7.1.49), se puede observar
que ambos sistemas son idénticos y, por tanto, en el caso de aplicar un analisis
de localizacidén el resultado que se obtiene es el mismo. Entonces, las
ecuaciones localizadas en su versién dimensional son:

o%a ¥q . 2\0%a _da _ og (6a 6q)
20,9, y21-F2) 2 2 R G 0 7.2.139
at> °ox? g )Bx Tox 2o T\ Bt T ax ( )
6q 6q 2 -2)%a _
5 T Wo5 U (1 F; )5;+F1a+F1q =0 (7.2.140)

donde F, y F, son definidas por las ecuaciones (4.1.99} y (4.1.100)

respectivamente. A ademas, el sistema de ecuaciones anterior es un problema
de valor inicial puro lineal y de coeficientes constantes.

Como se puede observar el sistema (7.2.139) y (7.2.140) es un sistema
localizado y sélo depende de las variables rapidas a nivel local, entonces dado
que este sistema tiene su origen del sistema perturbado (7.2.126) y (7.2.127),
por lo tanto el sistema localizado (7.2.139) vy (7.2.140) se puede escribir como:

n+l n n-1 n+l n-1
a -2a" +a a T-a
M= S e GM e

M +
At? 24t (7.2.141)
0 712n+1 + ngnﬂ]_[_azhlgn +Z2gn]+a3hlgn—l +Izgn—1]= 0

M gT [81 a™* 43, q”+1]+ % [§1 a® + 3, g”]: 0 - (7.2.142)

donde At es el intervalo de tiempo de discretizaciéon; n+1, n y n-1 los niveles
de tiempo futuro, presente y pasado respectivamente; «,,a, ¥ a5 los factores de

peso temporal, los cuales se propone ut1hzar de manera que se tenga
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o +ay+az =1 ¥ a; =ay. Las variables de simplificaciéon vy, y,, 8, ¥y 8, v los

vectores de las variables de perturbacion son:
2 -2
14} =_Uo(1_Fr )Al + F; By

(7.2.143)
v, =2U, A, +{F, -G)B
i LEx3 ( 2 )BI (7.2.144)
2 -2
§1 = _UO (1 - Fr )é2 + FIEQ (72145]
8, =2U, A + Fp By
o (7.2.146)
a?_l
a" =|a} (7.2.147)
q.?al
q" =|q} (7.2.148)
n
| 4j+1 |
y los vectores M, A, A,, B,V B, se evaluan como:
Ax
M=“6“[1 4 1 (7.2.149)
1
A = E[—l 2 -1] (7.2.150)
1
Ag = 5[-1 0 1] (7.2.151}
1
B =3[ 0 -] (7.2.152)
Ax
B, =~6-[1 4 1] (7.2.153)

7.2.7. Andalisis de estabilidad

El sisterna discreto (7.2.141) y (7.2.142), sujeto a apropiadas condiciones
iniciales, constituye un problema discreto de valor inicial puro lineal y de
coeficientes constantes. Por tanto, puede solucionarse aplicando una expansion
en serie discreta de Fourier, en donde las componentes discretas de Fourier

para el m-ésimo modo son
. _ - ik j
a} =a(jAx,n At;m) =G, pp, €'/

q;-l = Q(j Ax,nAt,m) =g, plY gfkjix (7.2.155)
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donde p}, es el factor de amplificacion del m-ésimo modo de Fourier; k el

ntimero de onda e i=y-1. Entonces, sustituyendo las componentes de la

expansién en serie de Fourier (7.2.154) y {7.2.155), para un modo arbitrario de
Fourier en la ecuacién discretizada de la formulacibn GWCE (7.2.141), y
desarrollando término a término:

Primer término:

Ax 1
Ma" ="l 4 i1fja} (7.2.156)
6 n
Ajs1
= dpletkiox é—;— [cos(kax) + 2]
Segundo término:
2 aj- aj1
y, & = “%(1_ Fr‘z)[—l 2 -lja} Ao g a} (7.2.157)
n | 2 n
Q1 ajil
o 2
=ap"e'™s Ax"— % (1 -F; 2X1 - costkAx)) - iFy sen(kAx)} |
Tercer término:
4j-1 qj-
Y, q" =_,.2..,,[{g[_1 2 -1fiq} +-£F—2—£)[1 0 -1 q} (7.2.158)
T Ax ‘l'l. 2 ‘n
din 9j+1

_ anekox[_ o 1 - cos(iea) - (7, - G)sen(kAx)]

Entonces, al sustituir las ecuaciones (7.2.156)-(7.2.158) en (7.2.141), v
agrupando

pret*iox{alo2((2 + GAL)e +2) + 6ay |- 20221 - F72)(1 - o) - iFAns] | +
o|- 4(c + 2) + 6a,[- 202220 - F72)( - o) - iFans] |+
2 - Gat)e +2)+ 6og|- 20202(1 - F2) - o) - imanns] ]+
alp?60; [4U 22(1 - &) - i(F, - G)ABs)+ pBa AU 22(1 - o) - i(F, - Glatis)+
6a,[4U,A2(1 - c)- i(F, - G)aths||}= 0

(7.2.159)

En la ecuacién anterior se ha considerado utilizar ¢ = cos(kAx), s =sen(kax) y
A = At/Ax, con el fin de mantener una notacién mas compacta.

TESES CON
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Considerando que los valores de los factores de peso temporal sean
o = oy =1/4 vy a, =1/2 (Luettich, et al,1992), entonces la ecuacién (7.2.159) se

puede escribir de la forma siguiente:

p“eik-j“{d [GAt(c + 2)(p2 - 1)+ 2c+2)p -1 +mp + 1)2]'!- analp + 1)2} =

(7.2.160)

En esta ecuacién se ha considerado introducir dos variables simplificatorias =,
¥ 1, que agrupan a los siguientes términos

- _g[_ 2U2 (1 - F;2}x2(1 -c)- iFlAt?us] (7.2.161)

3 .
o=y [4U07"2(1 —c)-i{F, - G)At)ts] (7.2.162)

En forma similar, sustituyendo las expansiones en serie discreta de Fourier
(7.2.154) vy (7.2.155) en la ecuacion de cantidad de movimiento discreta
{7.2.142), y desarrollando término a término:

Primer término:

Ax -1
Mg =““g‘[1 4 1)q}
" (7.2.163)
4j+1

= Gpletkisx %’C——[cos(kAx)+ 2]

Segundo término:

a’ a’
R v |, R Al
ot =G om0 it [-BE s e
ar,, a;,lﬂ‘ (7.2.164)
= apte'h/ax {— iU2 (1 -F- )sen(kAx) + (cos(kAx) + 2)]
Tercer término:
9ja i1
8,q" =2U,[-1 0 -1]q} |+ 14 1}q]
@ q' (7.2.165)
= dpte't/a* [41U sen{kAx) N (cos(kAx) + 2)]

Sustituyendo las ecuaciones (7.2.163)-(7.2.165) en la ecuacidén (7.2.142), y
agrupando
e i an, b +1)+ e +2)p 1)+ nglp + 1} =0 (72166
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Ademas, se tienen las variables simplificatorias n; v n4,que agrupan a las
siguientes variables

3 . _ FAt
N3 = .2{_ U2 (1 - F; 2)A.s + —13 {e+ 2)] (7.2.167)
3l,. FyAt
ne = E{woxﬁ 28 2)] (7.2 168)

Aplicando las ecuaciones (5.4.13} y {5.4.14) para evaluar las variables F; v F,
en las variables simplificatorias n;, n,, 13 ¥ M4, v desarrollando, se tiene que
las ecuaciones (7.2.161}, (7.2.162), {7.2.167) y (7.2.168) se pueden escribir de la
forma siguiente:

n = 3[~ U? (1 -F? )x? L-c)+il (1 + Z—i)hs} (7.2.169)
Ny = g [4(}01?’(1 ~c)- 1[3—2 - GAtJ ls} (7.2 ‘17_0)

g = %[- iU? (1 ~ Fr‘2)ks - % 1[1 + %—J(c + 2)] (7.2.171)
N4 = % [41'U0?Ls + ?3} -L—II: e+ 2)} (7.2.172)

En las ecuaciones anteriores se considera que I=gSyAt como un término de

friccion, y V, = 24, dR F,, como el ntimero de Vedernikov.
3R, dA|,

Por otra parte, reordenando la ecuaciones (7.2.160) v (7.2.166) en forma
matricial

-GAt(c+2)(p2 +1)+ 2c+2)p-1F 1y + 1) Ir1
+mp + 1) al |o

orgikisx - (7.2.173)
nalo+1) c+2fp-D+nsfo+1)|| 4] |°
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Resolviendo el determinante de coeficientes anterior e igualando a cero de
forma que

loatle +2)p2 =)+ 26e + 2o -1 4 milp +1P] e + Do -V msp+)] 72174
-nanalp+1)° =0
y la relacién de dispersion de la ecuacién del sistema (7.2.160) v (7.2.166) es:

b

YA -4y -
.- 1 3 (7.2.175)
SEAA a2 B+ 4] 22

donde las variables simplificatorias A;, A,, a, by ¢ son

A (i)a B Lh7ad? +2c2@c - obd)]+ b2laba-c?)} @217

a? 2a 13a 18 a2

2
£z 2] (7.2.177)

Ay = la 3\a/_

3 3A;

a=[c+2)2+Gat)+m] [c+2+n3)-nona (72178
b=2(n, —2c+4)fc+2+n3)+[c+2M2+ GAt)my] (~c-2+n5)-3nmy  (72179)
c=2(n ~2c+4)-c-2+n3)+[lc +2)2-Gat)+ ;] {c+2+n3)-3nyn4 (7.2.180)
(7.2.181)

d=[c+2)2-GAt)+n;] (Fc-2+m3)-nyn.

La condicién de estabilidad estricta del esquema se cumple para un valor de
|p| <1. Entonces, aplicando esta condicidn limite de estabilidad a las relacion

de dispersién (7.2.175}, se tiene

r —

YA -4, - ab
3

[Pl =3 Y m

S a2 iR 8- 22

<1

(7.2.182)

<1

\

La inecuacién (7.2.182) es la condicién de estabilidad limite del esquema
discretizado por la metodologia de elemento finito de la formulacién GWCE y
cantidad de movimiento de las ecuaciones de flujo a superficie libre de Saint-
Venant en su-versién.conservativa diferencial. Debido a que no es posible
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determinar una forma explicita de la condicion de estabilidad limite, en el
siguiente subcapitulo se presentaran los retratos de la relacién de dispersién
(7.2.175) para diferentes condiciones de flujo y diversos valores del ntamero de
Courant, asi como del término de filtrado G. Con los resultados de estos
retratos de amplitud se pueden conocer en forma grafica los rangos de
aplicacion de este esquema.

7 2.8. Elaboracién de retratos de amplitud y fase

Para la graficacién de los retratos de amplitud y fase de la relacién de
dispersién del esquema en elemento finito, de la formulacién GWCE y cantidad
de movimiento conservativa (ecuacién 7.2.175), y con el fin de tener una
secuencia rapida de localizacion de cada lamina se propone la siguiente
clasificacién:

a) Retratos de amplitud que tienen una semejanza con las condiciones de flujo
de las que se hara uso en las pruebas numéricas del subcapitulo 7.2.9.2.

a.l) Condicién de flujo subcritico:

Los parametros de topologia y flujo del canal por analizar estan definidos en la
tabla 5.1 y la secuencia de los retratos de amplitud (tabla 7.1) se considera una
variacion del factor de filtrado G, Para diversos valores del ntimero de Courant
C, = {O.‘Ol,o.l 1,2,5,10,30,50,75,150}, tal como se muestra en la tabla 7.1.

Nombre de identificacién Factor de Filtrado
del retrato de amplitud G
Ret_amp_Fs01Gw 1
Ret_amp_Fs02Gw 10
Ret_amp FsO3Gw 100

Tabla 7.1. Clasificacién de los retratos de amplitud para
flujo subcritico de Ia formulacién GWCE.

a.2) Condicién de flujo supercritico

Para el caso supercritico se consideran los datos de condicién inicial definidos
en la tabla 5.3 y los mismos valores del término de filtrade y de niimero de
Courant, entonces.la secuencia de identificacién los retratos de amplitud se
pueden ver en la tabld siguiente:
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Nombre de identificacion Factor de Filtrado
del retrato de amplitud G
Ret_amp_FtO1Gw 1
Ret_amp_Ft02Gw 10
Ret_amp FtO3Gw 100

Tabla 7.2. Clasificacién de los retratos de amplitud para
flujo supercritico de la formulacién GWCE,

b) En las laminas de la relacion entre la fase numérica (relacién de dispersion
7.2.175) y la fase continua (relacidon de dispersidén 7.1.62), se presentaran los
resultados, considerados éstos exclusivamente para las condiciones de flujo en
que se realizaron las pruebas numéricas, las cuales quedan definidas en las
tablas 7.3. y 7.4.

b. 1) Condicién de flujo subcritico:

La secuencia de los retratos de amplitud (tabla 7.3) se considera una variacién
del factor de filtrado G. Para diversos valores del numero de Courant
C, ={0.01,0.11,2,5,10,30,50,75,150} .

Nombre de identificacion Factor de Filtrado
del retrato de amplitud G
Ret_fas FsQO1Gw 1
Ret_fas_FsO02Gw 10
Ret, ;{aSﬁFSOSGW 100

Tabla 7.3. Clasificacién de los retratos de fase para
flujo subcritico de la formulacién GWCE,

b.2) Condicién de flujo supercritico

Nombre de identificacién Factor de Filtrado
del retrato de amplitud G
Ret_fas FtO1Gw 1
Ret_fas Ft02Gw 10
Ret_fa_s= FtO3Gw 100

Tabla 7.4. Clasificacién de los retratos de fase para
flujo supercritico de la formulacién GWCE.
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10% 10" 10° x
k Ax

Lamina 7.3. CasoRet_amp_Fs01Gw.

.1.0' — .“1Io‘ “ 10 x
k Ax |
Lamina 7.4. CasoRet_amp Fs02Gw.
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0 i 1 n 1 e | i N A L i 1
10° 10" 10 <
k Ax

Lamina 7.5. CasoRet_amp FsO03Gw.

L[] — —

lei

05 -

0 aaaa t " " " MR R | L i PRI 1 "
10 107 10° x
k Ax
Lamina 7.6. CasoRet_amp_Ft01Gw.
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0 P | " t . P " A
10 10" 10 -
k Ax

Lamina 7.7. CasoRet_amp_ FtO2Gw.

[P — — et

10 10 ‘ 10 .
k Ax
Lamina 7.8. CasoRet_amp_FtO3Gw.
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10" 10
k Ax
Lamina 7.9. CasoRet_fas_FsO1Gw.
-
1 =3
| —
=5
. o
by Ex
] )
" ‘ - é
| Fx
10" 10° x
k Ax
Lamina 7.10. CasoRet_fas_Fs02Gw.

286



Propiedades de Propagacion de Esquemas Numéricos para la
Simulacion de Flujos a Superficie Libre

10" 10 *
k Ax

Lamina 7.11. CasoRet_fas FsO3Gw.
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10% 10" 10° "
k Ax
Lamina 7.12. CasoRet_fas FtO1Gw.

287



Propiedades de Propagacion de Esquemas Numéricos para la
Simulacién de Flujos a Superficie Libre

16

10

i ¥al

aof ; -
15 r/' 1
20} 1

_30 P |2 N N N P | ; N N L . .
10 10 10 x
k Ax '

Lamina 7.13. CasoRet _fas Ft02Gw.

0 e T T—— ;—ﬁ

15

10

----

&0 :
i
)

1 " PR SRR -l
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0 e S — _,——-"_%
10

2 10" 10 x

k AX
Lamina 7.14. CasoRet_fas FtO3Gw.
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7.2.9, Pruebas numeéricas

7.2.9.1. Programacion del esquema

Para construir el algoritmo de solucidén de la formulacion GWCE (7.6) y
cantidad de movimiento (2.3.53) se tiene que modificar la forma como se
maneja €l término convectivo, lo cual permite generar un cédigo de
programaciéon adecuado para ser utilizado en la computadora. Entonces, el
término convectivo se manejara de la forma siguiente:

E(QZJ 2990 Q%24 (7.2.183)
ox| A

Para el término que evalila la elevacién de la superficie libre del agua desde un
nivel de referencia, se considera de la forma siguiente:
dh(A; x,t) _ ay(4; x,t) + 8z(x)

_Gy(AxtoA oy 1 0A o (7.2.184)
A T Y "EAE

donde B(A;x,t) es el ancho de la superficie del agua en la seccién transversal y
S,(x) es la pendiente longitudinal del fondo del canal.

Al considerar esta forma del término convectivo y el término de variacién de la
superficie libre del agua (ecuaciones 7.2.183 y 7.2.184)} y sustituyendolos en el
sistema de ecuaciones a solucionar (7.6) y (2.3.53), se tiene

2 2
%A G?_é__"[?g?_?_ (gA i J+9A(Sf "’Sb) GOol=0 (7.2.185)

at2 ot ‘éx| A ax dx
30 2000 oAl A Q2
o, A Wk, M-S ialioll B Skt AlS, - = 7.2.186
| 6t+A8x+ax[gB AZJW (S =S5)=0 (7.2.150)

Para desarrollar la forma residual pesada de Galerkin, se sigue un
procedimiento similar al desarrollado en el subcapitulo (7.2.1). Entonces la
formulacién residual pesada de (7.2.185) es

2 .
a—g‘i,au +<G§é,8u> —<?-§-(iq—’9’—x’t—),8u> =0 (7.2.187)
ot o ot Q ox Q

donde:
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2
(A, Q% 1) = 23‘;@ Zi [g%+%}+gza(sf -Sy)-GOQ (7.2.188)

Aplicando una integracion por partes en la ecuacién (7.2.187), al término con
derivada espacial se tiene:

2%A A 68u>
LI . 35 A,Q:x, ~[5(A,0; %, t = 7.2.189
<at2 u>Q + <G = t3u>Q <g( , Q5 %, 1), > [(4,0; x.t),8u) =0 ( )

De la ecuacion (7.2.186) se puede deducir que
| &= -——Q -GQ (7.2.190)

Sustituyendo la relacién anterior en la formulacién residual pesada (7.2.189),
de forma que

2
(@,au (0% su) +(2220 B (A 07104 o
ot a ot a A dx’ ox B A% )ox ax (7.2.191)
ou du\  [dftt), ] _
+<9'(Sf Sb)A _a_;'c">n <GQs > +’: At +Gf(t):|['N =0

la condicién de frontera natural (ecuaciones 2.3.58 o 2.3.50) es diferente de
cero solamente en la frontera donde se especifique entrada o salxda de flyjo

(Ty)-

Ademas, la formulacién residual pesada de la ecuacidon de cantidad de
movimiento (7.2.186) se construye de la forma siguiente:

2% QoQ A_Q*aa - =0 (7.2.192
<ar ,8u>n+<2A 6x’5u>9+<[ = A2Ja 6u>g+<g(3f s,,)A,zSu)Q =0 )

Para la discretizacién espacial se requiere que la funciones de interpolacion
tengan al menos una continuidad funcional C°, para las variables dependientes
Alx,t) v Qlx,t), que seran aproximadas sobre cada elemento [, y su valor sera

nulo en cualquier otro lugar. Entonces:

#el #el #el A]El)
A= Z A0 =5 5040 - S [040 ] 4D (7.2.193)

=1 =1

donde g(’) es un vector que contiene las funciones de interpolacién, siendo cero

fuera del elemento (I) y é(’) es un vector que contiene los datos elementales
conocidos.

Para las demas variables dependientes tenemos:
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0= 09 =% 400" (7.2.194)
i=1 =1
o (o @ ge 0(Q @
3=5(8) -2
54050
- (7.2.195)
gé____Q__sz#et g‘é_?2 (l)=#el¢(l)gA _.gi()
B A I=1 B A2 l=1_ B A2
#el
= Zii,(t)l_l(t) 7 2.196
#el el
S-Sy =3 8 -5 = .80 2
=1 =1
UG
L (7.2.197)

Seleccionado la formulacién de Galerkin para la aproximacién de la funcién de
interpolacién

lll

#el #el
uzd du Z 0 54,0 (7.2.198)
i=1

=1

Sustituyendo las ecuaciones (7.2.193)-{7.2.198) en (7.2.191) y (7.2.192);
considerando el reacomodo matricial (7.2.18), tomando ademas un elemento
arbitrario dentro del dominio de solucién, se tiene

#Zelﬁ { AT L at” 2000 B0 P(z)] (7.2.199)
at?
sel ] (7.2.200)
donde las matrices MO, A0, A, BY), BY v el vector PV son:
M0 - j‘l’T paq (7.2.201)
Qel
T
AD - I [2%?“() g’%"G%?J (7.2.202)

Qel
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8
af - [o7e1¢ 5—)% do (7.2.203)
Qg
r

B{) - I [@i I %, gﬁi_ ¢m(f)¢,J do (7 2.204)

Ox — ox Ox -~ - ,

Qel
BY) - j [QT 1 g;d—’ +go7o ,1_1_1“’9} do (7.2.205)
Qel
PY) = [df[%f) +G flt H (7.2.206)
Iy

Las funciones de interpolaciéon ¢ son lineales dentro del dominio de solucién, y

se consideraran en forma similar a las definidas por el vector (7.2.32).
Entonces, las matrices (7.2.201)-(7.2.206) se evaltian como

Ax |2 1
MmO - =X |
p [1 2} | (7.2.207)
GAx
o 1| it har—7 “h-har—-
A =— 2 (7.2.208)
D7 Ax GAx GAx
L=l - Lty -
2 2
1 ""211 ""Il 1 211+Il 1
A(l) _* + + 2209
3 [‘ I =20, 1 +20;, (7-2.:209)
g1 |- (I + Ty ) + gAX(QUY + 1L,y ) 3(I; + Wy )+ gAx(IL + 210K, (7.2.210)
17 6Ax |~ 3(H, + 1, )+ gx(RUI, + 101, ) 3(W; + Iy )+ gAx(lD, + 2100,,,)| %
gl _ 1[~T =210, - g, + 211, ) I + 210, - g(ony, + I, ) 72210
2 73| -2 -1, +g(I, + 210,,,) 21, + I, + g(21, + I, ) (7.2

o_ | J
Py H[ i +G f . (7.2.212)

realizando el ensamblado global de la matrices (7.2.207)-(7.2.212), de forma
que

2 7.2.213
=21 4 (7.2.213)
012
[ GAx GAx 1
Ij—1+1j+—-2-"— —Ij_l-IJ+—2— 0
! Ghx GAx
A1 =—5—x—— _I.j-l_Ij- 2 Ij-1+21j+2+1 'Ij"‘I,j+1 +C:A~2;_ (7.2.214)
Ax
0 T G2 P S
L J JT ) i j+ ) ]
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! ""2Ij_1 +I] 21{]'-1 +I] 0
A; = 3 =10 =21 T -l 21 +15, (7.2.215)
0 _I.j_21j+1 Ij+21j+1
IIJ-_1+IIJ- ""IIj—l "IIJ 0
Bl = EA“; - Hj-l - II] Hj—l + 211, + IIj-I»l - SIIJ, - Hj+1 +
—-M; =1II; I +1I;
7o A (7.2.216)
-2, , -HI; -1, - 2II; 0
% oM, +MI; I, -I0,, -0HI,-2II,
0 21]11 + HI‘j-!-l III] + 2IIIJ+1
- 2111_,1 - IIJ 211‘1-_1 + HJ 0O
32 = “é" - Hj--l —2111 IIj_l - IIj+1 2111 + IIj+l +
0 -II. ~21I; Ir. + 2I0;
A A A (7.2.217)
-2m; -10; -1, -2II, 0
2IHJ_1 + HII IHJ—I - IHj+1 - III] - 2III]+1

Para la discretizacion temporal, se propone utilizar un esquema implicito de
tres niveles en el tiempo, para la formulacion GWCE (7.2.199}, y una
aproximacion tipo Crank-Nicholson en la ecuacién de cantidad de movimiento
(7.2.200), con lo cual se genera el siguiente sistema de ecuaciones en
diferencias:
n+l n-
Mad_—4

n+1l n n-1 1
At 2At - (7.2.218)

+a2hlg" +B A" +g"]+ a:;[Algn'I +B; A" +g""]= 0

M

Qn+1 - Qn
At
donde At es el intervalo de tiempo de discretizacién; n+1, n v n-1 son los
niveles de tiempo futuro, presente y pasado respectivamente; «,,¢, vV o5 los
factores de pesc temporal, los cuales se propone utilizar. de manera que

oy +a, +o; =1 ¥ o, =05 (Kinnmark, 1991; Luettich, et al,, 1992).

M + “;“ [Az Q"' + B, é"+1]+ % [Az Q" +B, 4"]= 0 (7.2.219)

Reordenando las ecuaciones (7.2.218} y (7.2.219) de manera que agrupen los
términos para le intervalo de tiempo n+1, el sistema de ecuaciones queda
como:

a, én+l +1by gnﬂ = E, (7.2.220)

a, 4n+1 +b2 Qn+l - E2 (7.2.221)

donde las matrices a,;, a5, b;, b, vy los vectores E; y E, son:
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a; = M[l + 9—2‘9-5) + oy At? B (7.2.222)

by = oy AL2AT (7.2:223)

a, = 923 B+ (7.2.224)

b, =M+ A."+1 (7.2.225)

E; = (2M - a,At?B} A" - a,At2AT Q" [M(géf - 1) a3AtzB?'1}in'1 - (72226)
- q3At2Af'19” -1 -At2(0c Py a, PRy a3£i‘"l)

E» =—923B A"+ (M-%AB)Q" (7.2.227)

Las matrices a;, a,, b; ¥ b, son de forma tridiagonal, lo que permite tener una
concordancia con las matrices de esfuerzos y deformaciones que se calcularon
con anterioridad. Para la programacion del sistema de ecuaciones (7.2.220} y
(7.2.221) se debe incorporar la condicién de frontera que influenciado por el
tipo de régimen de flujo que se analice.

Programacién de flujo subcritico
La condicién de frontera esencial se considera la ecuacion (2.3.48), y la matriz

de solucion tiene una conformacién septuadiagional incompleta como se puede
ver a continuacion:

- - —-n+l -
41, b: n G bl 12 Al i FE‘I 1
LT} bz 1 42y bz 11 0 0 Ql E21
Qg by @Gy Dy a; 3 by 4 Az Ey
uor Dyt Qe Die Qg b, 25 0 Q2 Eao
0 A jerj2 b, jriez Hjaja b, it Qg by Jo1j Aj~1 Elj-l
a2‘j—l.j-2 bz.j-l j-2 az‘j-l_.j-l bz‘j-l.j-l az‘j-u b2 J1j Qj-l E2j-1
0 0 Gy By @y By || 4 2y
| Apjjm Byjjn Gy Dby il Qj § _EQJ' E
(7 2.228)

El sistema anterior se puede representar como A- X"*! = E, el cual se soluciona
en el instante de tiempo n+1 como X" =A’E,
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En la solucion del sistema anterior, se tiene que la matriz de coeficiente tiene
una dependencia con respecto a las variables por solucionar en el intervalo
n+1, la metodologia que debe seguirse es proponer un valor de los términos
por calcular iteracion m e invertir la matriz; posteriormente, verificar el
resultado de los términos en el instante n+1 de la iteracién m+1 y, si son
diferentes proponer este resultado en la matriz de coeficientes, y asi continuar
hasta tener una convergencia. Entonces, el sistema matricial (7.2.228) se puede

escribir como:
A™ . x™hml g (7.2.229)

donde m es la iteracién de actualizacién de los términos no lineales.

Por otra parte, €l criterio de convergencia en las iteraciones no lineales se define

comao:
(7.2.230)

far] [<

o0

\ ” An+1,m+1

‘ II Qn+1,m+1 nw _ ” Qn+l,m “m ' (7 2.231)

A

€

Programacion de flujo supercritico:

Debido a que la condicién de frontera esencial (ecuacién 2.3.50) se tiene
solamente en la frontera aguas arriba, el sistema (7.2.220) y (7.2.221) se

desarrolla de la forma siguiente:
- by, Flij = by, Hy,

i+ = o
%y b2,-,,- @2, blj J
bl- .H2 i “‘b2- -Hl j
Q?:ll - - i~ 2] - Nb f (7.2.233)
1,,02,, — G, Oy

Este sistema es valido para j= {2, 3,..,J }, v los coeficientes Hljy ng se evaltian

por medio de las siguientes ecuaciones:
Hy, = El —a, jzAn+l b, Qn+1 —a | Antl _ Qn+1 (7.2.234)

J Jij-2 ul

H2j - Ezj An+1 Qn+1 az Ar}+1 Qn+1 (7.2.235)

2jj-2 ) ; J1
Para el primer nodo, el cual queda en contacto con la condicién de frontera de

aguas arriba del canal y se puede identificar por la posicién de discretizacion
j=1, el sistema de ecuaciones (7.2.232) y (7.2.233} se considera como:
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n+l _ bay o Hny ~ by, Ha (7.2.236)

@, b21,2 =42, b11,2

by, Hay - by, Hy, (7.2.237)

Q0 b21,2 —az., blm

QS.-O-]. =

A su vez, los coeficientes H; y H, son:
Hy = Ey, -ay f(t)- by, g) (7.2.238)

Hy = By —ag f(t)- by, glt) (7.2.239)

En forma similar a la solucién para flujo subcritico, la condicién de simulacién
para flujo supercritico también contiene términos no lineales. Entonces, al
solucionar el intervalo n+1 es necesario buscar asimismo una solucién con
base en las iteraciones no lineales. La estrategia de solucién para los términos
no lineales puede ser similar a la propuesta para flujo subcritico, y la definicién
del criterio de convergencia puede hacer uso de las ecuaciones (7.2.230) y
(7.2.231). Para comprobar el funcionamiento de este esquema en el siguiente
subcapitulo, se desarrollara una serie de pruebas numéricas.

7.2.9.2. Verificacién numérica

Las pruebas numéricas del esquema discretizado se basan en una formulacion
de elemento finito para la condicién espacial y de diferencias finitas para la
condicién temporal, aplicadas a las ecuaciones de las formulacion GWCE vy
cantidad de movimiento. Estas pruebas se centraron la evaluacién de la
influencia del término de filtrado G, por lo que se impusieron dos condiciones
de flujo: una subcritica y otra supecritica, cuidando que fueran las mismas
condiciones de flujo que se utilizaron para la construccion de los retratos de
amplitud y fase, generados en el subcapitulo (7.2.8).

a} Pruebas para flujo subcritico {(Fs{#Gw)
La condicién inicial de simulacion para flujo subcritico se define en la tabla 5.1,
La condicién de frontera es un hidrograma triangular, como se puede observar

en la lamina 5.68. Finalmente, los resultados de la simulacién se pueden
observar en las tablas (7.5)-(7.7).

296



Propiedades de Propagacion de Esquemas Numéricos para la
Simulacién de Flujos a Superficie Libre

Prueba FsO1Gw con ‘Prueba Fs02Gw con Prueba FsO1Gw con
G=1.0 G=10 G=100
Numero Condicién Numero Condicion Numero Condicién
de de de de de de
Courant estabilidad Courant estabilidad Courant estabilidad
Numeérica Teobrica Numérica Tedrica Numérica Tedrica
0.001 Si Si 0.001 Si Si 0.001 Si Si
0.01 Si Si 0.01 Si Si 0.01 Si Si
0.1 Si Si 0.1 Si Si 0.1 Si Si
1 Si Si 1 Si Si 1 Si Si
2 Si Si 2 Si Si 2 Si Si
S Si Si S Si Si S Si Si
10 Si Si 10 Si Si 10 Si Si
30 Si Si 30 Si Si 30 Si Si
50 Si Si 50 Si Si 50 Si Si
75 No Si 75 No Si 75 No Si
150 No Si 150 No Si 150 No Si
Tabla 7.5. Resultado de Tabla 7 6. Resultado de Tabla 7.7. Resuitade de
estabilidad y convergencia estabilidad y convergencia estabilidad y convergencia
de la prueba Fs01Gw. de la prueba Fs02Gw. de la prueba Fs03Gw.

También de los resultados de la simulacién se observd que el error que se tiene
en la simulacién del flujo en cada prueba se medifica a medida que el nimero
de Courant aumenta. Para evaluar el crecimiento del error, se considerd que
una solucién muy cercana a la exacta es la que se tiene para un valor del
numero de Courant C, =0.001, y esta solucién se comparé con valores mayores
de Courant. Asi, los resultados graficos del error de estimacion de gasto y de
nivel para las pruebas FsOl1Gw-FsO3Gw se pueden observar en las laminas
7.15-7.16. En los resultados numéricos se observa que para valores de Courant
de 75 y 150 se tienen problemas de estabilidad numeérica, mientras que la
prediccién tedrica indica lo contrario. La divergencia resultados entre lo tedrico
y numérico se debe a la no linealidad del sistema de discretizacion y la técnica
utilizada de convergencia sobre las iteraciones no lineales, la cual no es lo
suficientemente robusta para contar con resultados convergentes para
numeros de Courant mayores de 50,

b.) Pruebas para flujo supercritico (Ft{#}Gw)

La condicién inicial de simulacién para flujo supercritico se define en la tabla
5.3, y la condicién de frontera es un hidrograma triangular { lamina 5.68).

La prueba de simulacién se hizo nuevamente considerando los valores del
término de filtrado G de 1, 10 y 100, para diferentes valores del numero de
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Courant, y el resultado fue que este esquema es incondicionalmente inestable
para flujo supercritico. Esto se debe a que en realidad se esta solucionando una
ecuacién de onda, y debido a que el flujo supercritico sélo tiene condicién de
frontera aguas arriba. Entonces, la propagacién de onda es libre hacia aguas
abajo y esto produce que este esquema sea incondicionalmante inestable.
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Para precisar en forma explicita los limites de aplicacion de un modelo de
simulaciéon numérica, se propuso en este trabajo una metodologia basada en la
propagacion de perturbaciones. Por medio de esta técnica, se puede evaluar con
detalle la condicién de convergencia de los esquemas numéricos derivados de
ecuaciones no lineales.

Con la introduccién de esta metodologia se buscd contribuir en el conocimiento
respectivo y complementar los estudios que se han llevado a cabo para la
determinacion de los limites de estabilidad, propagacién de amplitudes y fase,
asi como convergencia de iteraciones no lineales, ya que en la mayoria de los
casos son incompletos o estan simplificados en demasia {Abbott 1979;
Kinnmark, 1986; Lyn et al. 1987 y Meselhe, 1997). El resultado que se ha
obtenido en muchas ocasiones ha provocado que algunos analisis no indiquen
lo que sucede realmente durante el proceso de discretizacién, por lo que una
contribucién puede ser el mejoramiento de los criterios de discretizacién y el
cuidado que se debe tener en los términos no lineales.

Conocer con antelacion las propiedades de propagacion de un esquema
numérico para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales, da formalidad
en la manera de discretizar y asegura un mejor resultado. De ese modo, al
contar con un criterio basado en un analisis de propagacion de perturbaciones,
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previo a la programaciéon y uso de un simulador, permite tener una mayor
certidumbre de los limites de su aplicacién. Asimismo, se podra diferenciar si
los resultados de la simulacién numeérica son producto del fendémeno fisico o
s6lo un artificio numeérico. Este tipo de problemas se presenta en el momento
de calibrar el modelo de simulacién numérica con respecto a un problema real
(Aguilar, et al.,, 1994; Garcia, 1994; Azpirotz, 1995).

De los resultados de este trabajo se tienen avances en concordancia con el
objetivo marcado al inicio del mismo, los cuales se enuncian en seguida:

Determinacion del limite de convergencia del sistema continuo de la ecuaciones
diferenciales parciales no conservativas unidimensionales de Saint-Venant, en
el cual se encontré que la condicién de estabilidad se presenta cuando el
numero de Vedernikov es menor a la unidad, |V,|<1. Para la versién no

conservativa de Saint-Venant, se hizo el analisis de convergencia del modelo
que resulta al aplicar el esquema de Leendertse. Los resultados indican que
este esquema tiene problemas para flujo supercritico F, >1, como se puede
observar en los retratos de fase y amplitud, Ft{#}Le. Ademas se comprobé con
base en las pruebas numéricas, aunque se not6 en ellas que al tener valores del
numero de PFroude cercano a 1<F,, el esquema de Leendertse presenta

problemas de estabilidad para un nimero de Courant C, >5.

Ademas de revisarse la version no conservativa, se estudié la versién
conservativa de las ecuaciones de Saint-Venant en su forma integral y
diferencial. Al desarrollar el sistema continuo se determind que el rango de
estabilidad del sistema continuo unidimensional esta definido por |V,|<1 . Este

resultado se confirma también fisicamente (Chow, 1979; Ponce y Maisner,
1978), en donde se tiene reportado que para valores superiores a la unidad del
numero de Vedernikov, se presenta en surgimiento de pequefias ondas de
inestabilidad en la superficie. Esto se ha conocido como ondas rodantes (roil
waves, en inglés). Las ondas rodantes en la superficie son un aspecto que no
puede ser simulado con base en un modelo integrado en la vertical, ya que la
superficie libre del agua es una condicidén de frontera y el problema se
manifiesta principalmente en ella. Este resultado pone de manifiesto la
congruencia de este tipo de analisis con lo que sucede en la fisica real.

Con el sistema de ecuaciones conservativas de Saint-Venant, se analizé una
discretizaciéon basada en un esquema conocido como de caja (Box scheme, en
inglés) o de Preissmann (Abbott, 1979; Cunge et al, 1980). EIl resultado del
andlisis de convergencia tiene diferentes condiciones: primero, se tiene que el
esquema es incondicionalmente estable para |V,|<1, pero ademas se debe
cumplir quektp =12 y 621/2, donde y y 6 son los factores de peso espacial y
temporal respectivamente. Por otra parte, se determiné que para las
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condiciones de flujo en que C, 230, si se aplica la metodologia iterativa de

Picard para la actualizacién de los terminos no lineales, se tienen problemas de
convergencia numeérica en el caso de los flujos subcritico y supercritico. Por
tanto, se analizé la posibilidad de dar un tratamiento especial para la solucién
numérica de los términos no lineales, utilizando el método de Newton-Raphson.
Como resultado del analisis de propagacién de perturbaciones y de las pruebas
numéricas, se demostré que se mejora la convergencia de los términos no
lineales para valores de C, =30, cuando se simula un flujo, sea subcritico o

supercritico.

Para el caso de la simulacion del flujo de aguas someras en la determinacién de
las fluctuaciones de marea y patrones de corrientes marinas, se ha planteado el
uso de la Ecuacion de Continuidad Generalizada de Onda (GWCE), (Westerink
et al,, 1987; Luettich et al, 1991), la cual fue propuesta por Lynch y Gray,
(1979) para eliminar algunos problemas que se presentan de oscilaciones
espurias, al momento de tener resultados de la discretizacién en elemento
finito. Seglin se enuncia en la literatura, la aplicacion de la GWCE es
satisfactoria, aunque en ciertas condiciones de simulacién se tienen problemas
de conservacion de masa de la GWCE. Con el fin de evaluar este problema, se
realiz6 un analisis de propagaciéon de perturbaciones de la versién continua
conservativa de la formulacién GWCE, por medio de la metodologia que se ha
descrito capitulo 3, y se demostré que a pesar de tener un problema bien
planteado y bajo la premisa de que es estable, se obtuvieron respuestas
adecuadas para el limite de estabilidad del flujo al momento de originarse las
ondas rodantes, con la salvedad de que el término de filtrado que se usa para
eliminar las oscilaciones espurias induce a que la formulacién de la GWCE
presente un problema de conservacién de masa de un nodo de discretizacién a
otro nodo, para valores grandes del nuimero de onda y valores relativamente
pequerios del término de filtrado (Aldama et al.,, 1999),

Ademas, para complementar el estudio de la formulacion GWCE en su version
discreta, se plantedé un esquema en elemento finito para la dimensién espacial,
por el método de residuos pesados de Galerkin (Reddy, 1991) y diferencias
finitas para la dimension temporal, para después realizar un analisis de
convergencia numeérica por la metodologia de propagacién de perturbaciones
que se ha mencionado con anterioridad. El resultado obtenido con base en los
retratos de fase y amplitud indica que este esquema es estable para flujo
subcritico, para valores de C, <50, pero que es incondicionalmente inestable
para flujo supercritico. Durante la realizacién de las pruebas numéricas se
confirmaron estas condiciones de estabilidad.

Debido a que no se tienen soluciones directas de las ecuaciones que gobiernan

el movimiento del flujo, es usual solucionar éstas por medio técnicas de
discretizacion, en las que se debe cuidar que el sistema sea convergente.
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Entonces, la metodologia de analisis de las propiedades de propagacién amplia
el criterio de convergencia numérica, para €l caso de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales. Esto es debido a que se logra asi extraer
informacion adicional de las variables dependientes, sobre los términos que
contienen una dependencia parametrica o son no lineales, haciéndose uso de
una expansion en serie de Fréchét-Taylor.

Ademas, al realizar un analisis de escalas multiples y de localizacion, es posible
evaluar la influencia de cada uno de los términos de la ecuacién y catalogar su
importancia, dependiendo del tipo de problema de flujo que se esté analizando.

De tal modo, ¢l estudio de las propiedades de propagaciéon permite, por una
parte, que el analisis de estabilidad sea mas completo cuando se aplica el
método de Fourier y, ademas, que sea posible incluir algunas caracteristicas
dominantes producidos por los términos no lineales, entonces el criterio de
convergencia numeérica es asi mas robusto.

Finalmente, la metodologia de analisis de propiedades de propagaciéon de
perturbaciones, aplicada a ecuaciones diferenciales parciales no lineales, mas
avanzada que existe en este momento es la desarrollada en este documento y
tiene la siguiente secuencia:

a) Andlisis de propagacién de perturbaciones sobre las variables dependientes
continuas. Para los términos no lineales o con dependencia paramétrica se
aplica una expansiéon de Frechét-Taylor. Ademas, se realiza un analisis de
escalas multiples y localizado. De esta manera, se determina la influencia de
cada término en las ecuaciones perturbadas y, consecuentemente, se obtiene
un sistema lineal localizado.

b) Método de Fourier continuo. Se aplica el método de Fourier para evaluar las
propiedades de propagacion de la ecuaciones de movimiento localizadas. Se
determina la relacién de dispersidon continua y el limite de estabilidad del
sistema continuo.

c) Discretizacion numérica. Se propone una estrategia de discretizacién del
sistema de ecuaciones diferenciales parciales (esquemas en diferencias finitas o
de elemento finito), vy se verifica que el sistema discreto resultante cumpla con
las condicionés para tener un problema bien planteado.

d) Andlisis de consistencia. Se realiza un analisis de consistencia, sustituyendo
la solucién exacta de las ecuaciones diferenciales en las ecuaciones
discretizadas. Se aplican expansiones en serie de Taylor a las variables
dependientes, alrededor de un punto particular de la malla. El resultado debe
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ser la ecuacién diferencial original adicionada de un remanente. Este
remanente debe reducirse a cero cuando la malla es refinada ad infinitum, lo
cual implica que el esquema discreto es consistente. También se determina el
orden del error de truncado del esquema numérico.

e) Andlisis de propagacién de perturbaciones sobre las variables dependientes
discretas. Para los términos no lineales o con dependencia paramétrica se
aplica una expansion de Fréchét-Taylor. Ademas de esto, se emplea un analisis
de escalas multiples y de localizacién, para determinar la influencia de cada
término en la ecuacién perturbada, con lo cual se obtiene el sistema discreto
lineal localizado.

f} Método de Fourier discreto. Se aplica el método de Fourier para evaluar el
comportamiento de la estabilidad del sistema discreto linealizado, y se hace uso
del teorema de Von Neumann para determinar las condiciones de estabilidad
del sistema discreto. La relacion de dispersiéon discreta permite determinar los
retratos de amplitud y fase, que caracterizan el esquema en funcién del niimero
de onda y de las condiciones del flujo.

Ademas, esta metodologia permite realizar un analisis de convergencia de
iteraciones para la solucién de los sistemas de ecuaciones discretas no lineales,
ya sea por el método de Picard (Aldama y Paniconi, 1991} o el método de
Newton-Raphson (Burden y Faires, 1980; Paniconi et al, 1991), por medio de
dar un tratamiento al esquema discretizado como se indica en los incisos (e) y
(f), con la diferencia de que en este caso se estudia la propagaciéon de errores de
una iteracidon a otra. Para determinar la condicién de convergencia, se
considera que el factor de amplificacion del error debe ser estrictamente menor
que uno en valor absoluto {Tingsanchali et al.,, 1989; Aldama y Paniconi, 1991;
Paniconi et al., 1991).
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ANEXO A. Determinacion de los valores extremos de la
funciéon k para la condicién de Nyquist y para kAx — 0.
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ANEXO A. Determinacion de los valores extremos de la funcién K para la
condicién de Nyquisty kAx —» 0.

Este analisis permite conocer el comportamiento de la funcién « para los casos
extremos y, de esta manera, determinar su influencia en la condicién de
estabilidad del esquema de Preissmann. Para realizar este anélisis, se toma la
relacion (5.4.16), que es la respuesta de x para cualquier numero de onda:

g e+ @y-Dsir \/[Uo ]2 , e+ @y -1siliv, __[[c+ 2y -l)si]IT A1)

x=U, -2

2xsU, F, ASF, 2asU,
y aplicando las siguientes variables simplificatorias X = y-1) yI'= _el y
| 20U, 2AsU,

desarrollando la expresion anterior, tenemos:

k =U, +X —il % ,/gD, +2i\gD, V,I - 2.,/gD, V,X - (T +iX)?
y como k €s una variable compleja se puede extraer su parte real ¢ imaginaria
de forma que

Re()=U, +Xi{—;—[\/(gDo 2. /gD,v,x~12 + X2 +4r2(JgD,v, - X +

(A.2)

(a.3)
gD, ‘2\/35;Vex_r2 + Xz]}
Im(c) =T + sgn,5D,V, - X)
(a4)

{—é—[\/(gDo ~2/gD,v,X -T2 + X2F + 4r%(gb,v, - )’ -

gD, +2,gD,V,X -T2 + X2}
Para conocer el comportamiento de la parte real e imaginaria (A.3) y (A.4), se
tomaran dos casos:

CASO I. La frecuencia de Nyquist se tiene para una condicién de kAx/2==/2, lo
cual implica que se tenga que cos(kAx/2)=0 y sen(kAx/2)=1 y, analizando la
relacion (A.1), se tiene

k=U, +Xz% /gD, ~2/gD,V,X+X’

v la solucién para la parte real es

{A.5)

2
Re(k)=U, - (y-1r, gD, - gD, @y ~1)IV, L Cy-1 (A.6)
22U, AF, 20U,
y la parte imaginaria

( Im(x) =0 (A7)
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CASO II. Haciendo el analisis para la condicién de kAx/2->0, se tiene que
cos{k Ax/2) > 1 y sen(kAx/2)—> O, analizando para la variable de simplificacién T

LimI = Lim

cos( JI
RAar 2 3
) 1 2 P P ]
KAX—0  KAx—003 sen[—WJU " 20U, kaxo0
2

kAx 214 2!8

o

Entonces, analizando el comportamiento de la parte real de x

/2
Re(x) = Ai[—zl- {\/(B—I'z)z +T2C +B—1‘2H (8.9)
donde A=U,+X , B=gD,-2gD,V.X+X2, C=4l{fgD,V,-X)’
Desarrollando la expresion (A.9), y reagrupando:

1/2
_ 1) 2 1 B? 2 (A.10)
Re(k) = Ai[-—z-{l' \/1+F5(C_2B)+r_4 +B-T H

Si se considera que se tiene un término de orden muy pequefioc para
e=(C~2B)T? +B2/T* entonces la relacién (A.10) que da como:

1/2
Re(k) = A+[ {1'2\/1+S+B r}] (A11)

realizando la expansion binomial del tipo (1+&}*2 =1+5/2-62/3+0e®) debido a
que se tiene la condicién T' —«,e >0 cuando kAx >0 y s<<1. Aplicando la

expansiéon binomial antes mencionada en la ecuacion {A. 11), y despreciando los
términos de orden superior se tiene

Re(K)=A¢B{I2- (CQB) (r ) r%s}]wzu[%o(rizj]m (a12)

Nuevamente, aplicando la expansién binomial a la ecuacién (A.12)

c2f 4 (1Y"? _, ¢ ()
R A —0| —+ =A+— A 13
e(k)=Ax—— 5 { + CO\rzﬂ E s O[l‘ J (A.13)
y regresando a las variables or:iginales de la parte Re(x)
2y - I _y-1)1 1 J
R - (_._______ + i
e(x)=U, + AT, ,/ YA +0 = (A.14)

Analizando en la ecuacién anterior los diferentes valores que puede tomar el
lado izquierdo, dependiendo del signo, tomando el signo positivo, se tiene
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Re(k), = U, + /gD, + O(Flg) (A.15)

Anteponiendo €l factor A en la ecuacion (A.15), se tiene

1
A RG(K)+ = Cr(+) = A‘(Uo ++/9D, )+ O(r_2) (A.18)
Realizando el mismo procedimiento para el signo negativo
2y - 1)1 1
RC(KZ)_ =U, -.gD, + ———~( ;I:Uo ) + O(Fz—) (A.17)
también
2y -1)1 1
ARe(k). =C,() + @y-1) + O(—ZJ (A.18)
U, I

Por otra parte, analizando la parte imaginaria de x

Im(k) = -T % sgn(B - r2) [}_{\/(B - 1‘2)2 +T2C-B+ rz}]m (A.19)

2

Aplicando el mismo desarrollo con la expansién binomial, se tiene que la parte
imaginaria se puede expresar de la forma siguiente:

Im(k)= -T + sgn(B - r2)[r + OG_-H (A.20)

y los resultados para los diferentes signos de la parte imaginaria, cuando
[ - wpara kAx - 0. Esto implica que el valor de lo que esta en el radical es

negativo; por tanto:
Im(k), =-2I - O(%) —> —0 (A.21)

Im(x). = o(%] -0 (A.22)
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ANEXO B. Diferentes tipos de transformada de Fourier.
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ANEXO B. Diferentes tipos de transformada de Fourier.

Serie de Fourier.
Considérese la representacion en serie de Fourier siguiente (Champeney, 1987):
‘ Ak 4
X)= o Y B etfn* (B.1)
flo)== Zm A

donde nes un numero entero, k, =nAk un numero de onda discreto y Ak un
incremento constante del nimero de onda.

El calculo de los coeficientes de Fourier se realiza de la forma siguiente:
nfAx
1

F,=— j' flx)e™ *dx ; n=0,+1,+2,- (B.2)

NoT

-nfhx

Como puede observarse, f(x) es continua en el dominio fisico, aunque puede
desplegar discontinuidades aisladas. En forma mas precisa, f(x) debe ser

continua por tramos, y F‘n resulta ser discreta en el dominio de Fourier.

Por construccion, f(x) es periédica y su periodo es 2n/k, . El par de Fourier
(B.1)-(B.2) es util cuando el dominio fisico es finito.

Transformada de Fourier
Considérese la representacion integral de Fourier siguiente (Champeney, 1987):
(N eetger 1 ? Cikx g (B.3)
x}=3 & ke "*dk ; — 0,
flcy=37r} Jz—n_wf() - xe(-wom)
donde k e (- w,®) representa un ntmero de onda continuo.

La representaciéon anterior es conocida como la integral de Fourier, o como la
transformada inversa de Fourier. La transformada directa de Fourier que

permite calcular f(k) es:

Fl)=3{f}= —% I,f'(x)e'kadx (B.4)

314



Propiedades de Propagacién de Esquemas Numéricos para la

- Simulacién de Flujos a Superficie Libre
e — — ____—_——————— ———— ——________— ——————|

El par de Fourier (B.3)-(B.4) se utiliza cuando el dominio fisico es infinito,
siendo una herramienta ideal para resolver problemas de valor inicial puro.
Nétese que tanto la funcién f(x) como la transformada f(k) son continuas, y

que la variable fisica (espacial) x y la variable de Fourier (nimero de onda} k,
también son continuas. Por otra parte, se puede hacer notar que dominio k es
infinito.

Transformada discreta de Fourier

Considérese la representacion discreta de Fourier siguiente: cem

N2 -
£ = Ak i ﬁ;— RICEN . n=01,N-1 ;' .1(B:’-5)
\/ﬂm— -N/2- 1

donde Ak =2=n/N Ax representa un incremento de numero de onda, s1endo Ax

un incremento de longitud v N el nuamero par de puntos de rnuestreo,
= (2zm)/(¥ Ax) es un nimero de onda discreto; x, =nAx. e W

La representacion (B.5) es conocida como la tranformada inversa d1screta de

Fourier, vy la transformada discreta directa esta dada por:
Nj2

F, = Ax Z fa e bnx) . om0, N -1 . (B.6)
'\/2_“ n=-N/2-1

Una manera de emplear la transformada discreta de Fourier se puede ilustrar
con el siguiente ejemplo. Sean los valores discretos de muestreo f, = f(nAx) en

el espacio discreto x, =nAx, n=0+112,--, £ N/2, como se puede observar en la
lamina B.1. Entonces, la transformada discreta de Fourier F, seria de la forma,
como se muestra en la lamina B.2.

Por construccién, tanto f, como E, son peridédicas con periodo N. Entonces
Fosm =fn ¥ Fnem = Fa . Por otra parte, si L =nAx esto implica que 2n/L = 2n/n Ax
y, para representar un numero de onda cualquiera. se tiene que:
kp,x, = mk,nAx
2n

=m 2 nAx
™ NAx

_ 2rmn
N

B.7)
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A f(x)

g K L2 -1 0 1 2 LA
2 2 2
Lamina B.1. Valores de muestreo.
F 9
F(k)
1'3‘£ 2
Fy > 9
F . 2 b
8 { - F, c)o ‘FI
o] =2 Q ® £
e 7
o o T
T ! E
’ | .
| ; i
o -
{ i i i
| |
. - k
N N N
- -_— - - — —
+1 ) 2 1 ] 1 2 3 +

Lamina B.2. Representacion discreta de Fourier.

Se puede hacer notar en este caso que la variables espacial (x,), como el
numero de onda (k,), son discretos. Asimismo, tanto f, como F, son
discretos. Finalmente, tanto el dominio x, como el de k,, son finitos (tomando
s6lo un periodo en cada caso).

Transformada semidiscreta de Fourier.

Cuando se desea analizar el comportamiento de esquemas de diferencias para
resolver problemas de valor inicial puros, es necesario trabajar valores discretos
en dominio fisico, si bien los indices que identifican las posiciones nodales
pueden adquirir cualquier valor entero. Por ello es conveniente desarrollar una
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representacién en serie de Fourier, en el dominio de los niimeros de onda, como
sigue:

< zkx,,
f(k)_ 271: Z fn.
ST 4 ikn (B.8)
\/2_7‘: Z fn knAx

donde f, se evalia de la forma s1gu1ente.
/Ax

[#)e =i (B.9)

-/ Ax

Como puede observarse, f, es continua y periédica, con un periodo 2n/Ax, y
fr es discreta.

Para la aplicacion de f, se requiere que se pueda evaluar | f, H1’ y que ademas
exista [, =| f, |,, con lo cual se asegura la convergencia de la suma infinita y de

la integral. Entonces sustituyendo (B.9) en (B.1)

I/Ax n=cw

J‘ Z(f -zkx,,) ik Xm 7

~a/Ax N=—®
n=c0 n/Ax

/Ax Ax
flk)e' ™ mdk = —
[#) =

JA;C_ﬂ an je—ikx,, eiF%n gk
Ax
N

—T/Ax

n==x%  _giAx

n=ow nfAx

- an Ie—ik(n—m)Axdk 510

n=-%  _giAx

La integral (B.10} tiene dos posibles soluciones, si m=n:

i ik (n-m)Ax i ik (m-n)Ax e
_.,J[: o= (m - nij © -fAx
- _;)Ax [eim(m—n) _ e—in(m-—n)]
-- (m_zmsen[ﬂ (m-n)]=0 ®-11)
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sim=n
n/Ax n/Ax
Ie-ik(n-m)dxdk = Idk
—nfAx —n/Ax '
nfAx
=k
-nfAx
_ 2z (B.12)
Ax
Sustituyendo las integrales (B.11} y (B.12) en (B.10), se tiene
afAx
‘ i Ax 2=
k)e**mdl = -— "5 (B 13)
[#6)e T e B
-n/Ax
~ 2wt

Al par de (B.8) y (B.9) se le denomina un par semidiscreto de Fourier. La tabla
B.1 resume los pares de Fourier y sus propiedades.

La gran limitacién de cualquier técnica de Fourier es que sdlo es aplicable a
problemas lineales de coeficientes constantes (para los que se considera
cualquier interaccién lineal de modos de Fourier). En otras palabras, las
técnicas de Fourier son solamente aplicables cuando es valido el principio de

superposicion. '
Caso| Tipo de par X k flx) f{k) |Dominio | Dominio| Aplicacion
fisico de
Foutrier
a) Serie de Continua | discreta { continua| discreta |continuo| discreto | Problemas
Fourier en el periédicaaperiddical finito | infinito |continuos de
dominio fisico valores en la
frontera
b) | Transformada | Continua [continua| continua | continua | continuo | continuo{ Problemas
continua de aperiédicajaperidica| infinito | infinito | continuos de
Fourier valor inicial
: puro
¢) | Transformada | Discreta | discreta | discreta | discreta | discreto | discreto | Problemas
discreta. de periddica |periodica| finito finito | discretos de
Fourier valores en la
frontera
(periddicas)
d) Serie de Discreta | discreta | discreta | discreta | discreto | continuo| Problemas
Fourier en el periodica|periédica| infinito | finito | discretos de
dominio de valor inicial
numeros de puro
onda
Tabla B.1. Clasificacién de par de Fourier.
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